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CHAPITRE PREMIER. 
De la réfolution des 


t 


OTN a vu, dans la premiere Partie; 
IQ comment une quantité inconnue 
fe détermine par une feule équation, & 
Comment on peut déterminer deux inconz 


nues moyennant deux équations , trois 
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inconnues moyennant trois équations, & 
ainfi de fuite; en forte qu'il faut toujours 
autant d'équations qu'il y a d’inconnues à 
déterminer, du moins quand la queftion 
elle-même eft dérerminée. 

Lors donc que la queftion ne fournit pas 
autant d'équations qu'on eft obligé d’ad- 
mettre d’inconnues, il y en a de celles-ci 
quireftent indéterminées, & qui dépendent 
de notre volonté; & cela fait qu'on nomme 
ces fortes de queftions des problemes in- 
déterminés. Ils font le fujet d’une branche 
particuliere de l’analyfe, & on appelle cette 


partie l'analyfe indéterminée. 


Comme dans ces cas on peut prendre 
pour une, ou pour plufieurs inconnues , 
tels nombres quon veut, ils admertent aufi 
plufieurs folutions. 

Cependant, comme d’un autre côté on 
ajoute ordinairement la condition que les 
nombres cherchés doivent être des nom- 
bres entiers & même pofitifs, ou du moins 
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des nombres rationnels , le nombre de 
toutes Les folutions poffibles de ces quef- 
HOns fe trouve fort borné par-là ; de forte 
que fouvent il ny en a que très-peu de 
Poffibles ; que d’autres fois il y en a une 
innit > Mais qui ne fe préfentent pas à lef» 
per facilement ; que quelquefois enfin il 
ny en a aucune de poffible. Il arrive par-là 
Que certe partie de l’analyfe demande fou- 
Vent des artifices tout-à-fait particuliers , 
& qu'elle fert beaucoup à aiguifer l'efprit 
des Commençans, & à leur donner de 
l'adrefle dans le calcul. 


3. 


T 
Nous commencerons par une des quef- 


ions les plus faci 
tions les plus faciles, en cherchant deux 


nombres dont la fomme faffe 10. Il fera 
fùperflu d'ajouter que ces nombres doivent 
etre entiers & pofitifs. 

Indiquons-les par x & y ; en forte qu'il 
fait que X+-y=10 ; on trouve x=10 
=Y, où y neft déterminé qu'en tant que 
cette lettre fignifie un nombre entier & 

Ajj 
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poñtif. On. pourroit , par conféquent lui 
fubilituer tous les nombres entiers depuis 
1 juiqu’à l'infini; mais remarquons que x 
doit pareillement être un nombre poñitif, 
& il. s'enfuit que y ne peut être-pris plus 
grand que ro, puifqu'autrement x devien- 
droit négatif; & fi on:rejette aufi la va- 
leur de x=0, on ne peut même faire y 
plus grand que o. Ainf ce ne font que les 
folutions, fuiyantes qui ont lieu. 

Si y=1, 2, 3» 45 Sa 657» 8,9, 
on ax), 8,7, 655; 4y 3 25 le 

Or les quatre dernieres de ces neuf fo- 


lutions étant les mêmes que les quatre pre- 
mieres, il eft clair que la queftion n'admet 
au fond que cinq folutions différentes: 

Que fi l'on demandoitittois nombres, 
dont lafomme fût ro, on n’auroit qu’à par- 
tfager.en deux parties l’un des nombres que 
nous venons detrouver, & on obtiendroit 
de cette maniere un plus-erand nombre 
de folutions, 
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Comme nous n 'appercevons-là aucune 
difficulté , nous pañlérons à des queftions 
Un peu moins fac 


Queflion premieres Jl s'agit de partager 


25 en deux parties, dont l’une “it divi- 
fible pår.2, & dont l’autre foit divifible 
par LE 

Soit Pune des parties cherchées =2x, 
& l'autre =3y > il faudra que He 
2; ; & par conféquent que 2% ra 
— 3y. Sion divife pat 2, ona 
d’où nous concluons-en premier lieu que 
3y doit être moindre que 25 , &c par con- 
féquent y plus petit que 8. Qu'on tire de 
certe LA de x autant d’entiers qu'il eft 
Pofble, c’eft-à-dire qu'on divife par le-dé: 
nominateur 2 y ON aura X==T scies Ca Fe Ye 
d'où il fuit que 1— Yy où bieny Hr, hé 


être divifñible par 2. Aint nous ferons y 


{> & nous aurons y = 71, de 
forte que +==13— 21 A Of 
Puifque y ne fauroit être e plus grand qué 8; 


A iij 
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Pon ne peut non plus prendre pour z des 


nombres qui rendroient 2 #81 plus grands 
que 8. Par conféquent il faut que 7 foit plus 
petit hé 4, C'eft-à-dire que 7 7 ne peut être 
pris plus grand que 3, & de: là réfultenc 
les folutions qui fuivent : 


Si on fait T 


>|? 


e i Sa] 
E, 
gE. 


8; 
X x 


=i] 
ona y si 
(a 


Donc les deux parties d 
choit, font: 


DÉCRET IL)16+0, IL)10o+15, 
IV,)4+ 21. 


ÿ 


€ 25 qu’on cher- 


Queflion feconde, Partager 100 en deux 


parties , telles que l’une foit divifible pat 
Zə & l’autre par r1. 

Soit done mæ- la a premiere partie & y 
la feconde, il faudra TER TXH LI 
par conféquent que x:= A 
ou que x=14— y+ ; donc il faut 


que 2—4y, où 4y—2, foit divifible pary, 
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Orfp 


Pourra auf divifer par 7 fa moitié 2y— 
qu'on f 


on peut divifer 4y 


i 2 par 7, on 
affe donc zy—1=77, ou DS Se 
+i > ON aura x 4—y—27. Mais puit- 
a E Eat , On aura y 
ï 


que 2y= 
; & il faudra faire 712%, 


SN +i 
{= 2u —1 ; Cette fuppofition donne y 
37u, & par conféquent on peut pren- 

dre pour tout nombre entier qui ne rend 

Pas x où y négatifs. Or comme y devient 

-3 & x=—19—t14, la premiere de 
ces formules indique que 7u doit furpafler 

3; & fuivant la feconde, 114 doit être 

moindre que 19, où u moindre que >; 

; & puif- 

left impoñfible que cenombre foit o , il 


ainfi v ne peut pas même être = 


faut néceflairement que u= 1 : c'eft la feyle 

valeur que cette lettre puiffe avoir. Iré- 
fülte de-là que x—=8, &y=4, & que les 
deux parties de 100 qu'on cherchoit, font 
L) ;6, & IL.) 44. 
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Queflion troifieme, P Partager 100 en deux 
parties , telles qu'en AIEE la premiere 
par 5, il refte 2; & qu'en divifant la fe- 
conde par 7, il refle 4. 

Puifque la premiere partie, divifée par 

5, laffe le réfidu 2 , nous fuppoferons qu’elle 
Fe == fx- par une raifon femblable 
nous Fe la feconde partie =7y+4 
Nous avons par conféque nt sx7y 6 
100, OÙ SX 04 —7Y— 00 4— y 
D Vs d'où nous tirons x= 18 —Y —? 

Il s'enfuit de-là que 4—2Y » OÙ 2Y—4, 


ou bien la moitié y— 2 , doit être divifible 


par 5. Faifons, par cette confidération, 
T2 5z, on y=şz-42, nous aurons 
x==1 6—77; d'où nous concluons que 7z 


doit être plus petit que 16 ;°& z plus petit 
que = ’eflà-dire que z ne peut furpaC 
fer 2. La queftion propofée-admer par con- 
féquent trois folutions. 

I. z=o donne x=—16 & JY=2, d'oùré- 
fultent les deux parties de 100 qu'on cher- 


choit, 82-18, 
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Il, ?=1 donne s 


=) & SET & les 
deux p p 


arties en queftion font 47- H53. 


Th 

Queftion quatrieme, Deux Payfännes ont 
enfemble 100 œufs; l’une dit à l’autre: 
Quand je compte mes œufs ‘par huitaines!, 
il y a un Jurplus de 7. La feçonde répond: 
Sije compte les miens par dizaines š je trouve 
le même Jurplus de 7. On demande com- 
bien chacune avoit d'œufs ? 

Comme le nombre: des œufs de la pre- 
miere Payfanne , divifé par 8, laiffe le ré- 
fidu 7; & que le nombre des œufs de la 
feconde, divifé par 10, donne le même 
réfidu 7, On exprimera le premier nom- 
bre par $ 8x7 ; & le fecond par 10y- E75 


de cette façon 8x 1014100, ou 


Bx—86—107, ou 4x=43— 5 y 403 


Y-=y4Par conféquent fi l’on fait y—3 
47, de forte que 473 , On aura 


; 
AO A7 — 545 d'où il fuit 
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que 57 doit être plus petit que 7, & z plus 
petit que 2, c'eft-à-dire qu'on n'aura que 
les deux folutions fuivantes. 

L):7=0 donne x—7, & y=—3 ; ainfi la 
premiere Payfanné avoit 63 œufs, & la 
feconde en avoit 37. 

IL) 7=1 donne x=2, &'y—7 ; donc 
la premiere Payfanne avoit 23 œufs, & 
la feconde en avoit 77. 


LA 


Queflion cinquieme. Une troupe d'hom- 
mes & de femmes a dépenfé dans une au- 
berge 1000 fous. Les hommes ont payé 
19 fous chacun, & les femmes 13. Com 
bien y avoitil d'hommes & de femmes? 

Soit le nombre des hommes - & 
celui des femmes Y , Où aura l'équation 
rox- j- 13y = 1000, Donc I 3y —T000 

BE na—1 3x 6x, & VG: 

t, d'où il füitiquernr=26#, ou 
6x%—12, ou aufi x—2, la fixieme partie 
de ce nombre, doit être divifible par 13. 
Qu'on falfe donc x—2=13;, on aura x 


y 
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=n, & y—761 37267, Où 
- 74—197; ce qui fait voir que z doit 


As ` ee PL 
etre moindre que, & par conféquent 


Moindre que 4; de forte que les quatre 
folutions fuivantes peuvent avoir lieu. 

p =o donne x2 & y—74. Dans 
ce cas il y avoit deux hommes & foixante 
& quatorze femmes ; ceux-là ont payé 38 
fous , & celles-ci 962 fous. 

IL} g=1 donne le nombre des hommes 
X—15, & celui des femmes y==$ $ ; ceux- 
là ont dépenfé 28 fous, & celles-ci 715 
fous. 

HE) z=2 donne le nombre des hom- 
mes y=—=28 , & celui des femmes y=36 ; 
donc: ceux-là ont dépenfé 532 fous, & 
celles ci468 fous. 

IV) 2=3 donne x 41, Seys 
aifi les hommes ont dépenfé" 779 fous, 
& les femmes ont dépenté 22r fous. 


9. 
Queffion fixieme. Un Fermier achete à 
la fois des chevaux & des bœufs pourta 
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{omme de 1770 écus; il paye 31 éċus pour 
chaque cheval » & 21 écus pour chaque 
bœuf. Combien atil acl 
& de bæufs ? 


ieté de chevaux 
Soit le nombre des chevaux 18 
celui des bœufs =y 5. il faudra que 31x 
2171770, OU que 21Y=1770—3 1% 
17644-6—21%— 10% ə c'eft-à-dire que 
V4 Le «+ Donc il: faut qu'on 
Puifle divifer 10%-6 ; & auf la moitié 
5% 3, par 21. Qu'on fuppofe*donc sx 
214» ON aura) ga = 214-853 58 Y 
devient =84— x 2% Or, puifque x 
A Nu ane 3, il faudra faire ériéore 
54 z cette füppoñtion donne += şu 
T2 ta E e EEE Jrz 
—-10u--6= 103- -3 14 ; vil fuit dés là que 
u doit être plus grand que 


©, & cepeñdant 
pluspetit que -4,"ce qui fournit les frois 
folutions qui fuivenri: 

IL) =r donne le nombre des chevaux 


9, & celui des bœufs y= eane 


les ‘premiers-ont! coûté 279 écus h 8 les 


derniers 14911écus; én'tout 1770 écus, 


les chey 
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UT.) u= 


=2 donne x—30 & y=—=40 ; ainfi 


rF. a er le 
aux ont coûté 930 écus, & les 
bœuf 


S ont coûté 840 écus ; ce qui fait en- 
fem 


ble 1770 écus. 

I.) u—3 donne le nombre des chevaux 
XX I 
R ont coté 581 écus, & ceux-ci 189 


ecus; cel 


> celui des bœufs Y=9 ; ceux- 


a fait enfemble 1770 écus, 
10, 


Les queftions que nous avons confidé: 
rées jufqu’à préfent, conduifent toutes à 
une équation de la forme ax by=c, où 
a, b&c fignifient des nombres entiers & 
Pofitifs, &-où l'on demande pour x & y 
pareillement des nombres entiers pofitifs. 
Or fi b eft négatif, & que l'équation ait 
la forme aX=by#c, on a des queftions 
d’une toute autre efpece , & qui admettent 
une infinité de folutions : nous allons en 
traiter aufli , avant que de finir ce Cha- 
Pitre. 

Les plus fimples de ces queftions font 
de la nature de celle-ci: on cherche deux 
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nombres, dont la différence foit 6. Si Fon 
fait içi le plus petit nombre =x; & le 
plus grand =y , il faudra que y—x—6, 
& que y=6--x. Or rien n’empêche main- 
tenant de fubftituer au lieu de x tous les 
nombres entiers poffbles, & quelque nom- 
bre que l'on adopte, y fera toujours de 6 
plus grand. Qu'on fafle, par exemple, x 
190, On aura y=106 ; il eft donc clair 
qu'une infinité de folutions Peuvent avoir 
lieu. 
Er 


nnent enfuite les queftions où =o, 
c'eft-à-dire où ax doit fimplement équi- 
valoir à by. Qu'on cherche > Par exemple, 
un nombre qui foit divifible tant par $ que 
Par 7; fi on écrir N pour ce nombre , on 
aura d'abord W= ṣx, puifqu’il faut pou- 
voir divifer N par ṣș ; enfüite on aura aufli 
N=7y, Parce que le même nombre doit 
être divifible par 7; on aura > Par con- 


féquenr $x=7y & #=72, Or comme 7 


ne peut fe divifer par s , il faut que y foit 


357: & comme on peut 
t 


; TETE 
Prendre pour. 7 un nombre entier queicon 


PE, on voit qu'on peut afigner pour M 


un nombre infini de valeurs; telles font : 

35» 70, 105$, 140, 175, 910; &c. 

Si on vouloit , outre la condition fps 
poke, que le nombre N fùt auf diyiúbie 
Par 9 , on auroit d'abord 1 =3 57, & on 
feroit de plus = 9u., De cette magiésé 
354=94, & u- & il eft clair qu'il 
faut que z foit divifible par 9. Soit donc 
7=9/f; on aura u=35f, & le nombre 
cherché Nr), 


La 


La difficulté eft plus grande , lorfque c 
weft pas O; par exemple, lorfqu'il faut que 
i r E ATA : 
J=7y3 > équation à laquelle on par- 
af ; 
Vient, en cherchant un nombre N tel qu'on 
puiffe le divifer 5, & que fi on ledi- 
vife Par 7, on obtienne le réfidu 33 cai 
il faut alors que N=sx, & aufi que-V 
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3 > d'où réfulte l'équation SX=7y 


> & par conféquent x=? = 


aura x=y+7; or à Caule de 2y+3=57, 


íi 
E t ) = 53 Va 
ou GE 2y=§7—3 , on a y= où y—2 


À Re 


í 
+ Qu'on fuppofe donc encore 7—3 
t, On aura z=zu+; , & y—sçut6, 
X=y+-7=7u—+- 9. Donc le nombre 
cherché N=3sut4s, où on peut fub£ 
tituer au lieu de x non-feulement tous les 
nombres entiers pofitifs, mais auffi des 
nombres négatifs; car, comme il fuffit que 
N devienne pofitif, on peut faire u—=—1, 
ce qui rend VN=10. On 6btient les autres 
valeurs, en ajoutant continuellement CES 
c’eft-à-dire que les nombres cherchés font 
10, 45, 80, r15, 150, 18$, 220, &c, 


13% 

Les folutions de ces fortes de queftions 
dépendent du rapport des deux nombres 
par lefquels il s’agit de divifer, c’eft-à- 
dire qu’elles deviennent plus ou moins lon- 
gues, fuivant la nature de ces divifeurs: 

La 
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La queftion füivante’, par exemple, admet 
Une {olution très-courte : On cherche un 
nombre qui, divifé par 6, laifle le réfidu 25 
qui, divifé par 13, donne 3 de réfidu. 
Soit M ce nombre: il faut d’abord que 
N= 6x4 2; & près cela que N=1 3y 
“3 par-conféquent 6x4 2=1 3y ts, 
& 6x1 374 , & IHRT 272, 
Qu'on faffe JFI=67, on aura y—6;— i, 
& xy- as, d'où il fuit que 
le nombre cherché N=78;—10. Donc 
la queftion admet les valeurs fuivantes. 
C8, 146, 224, 302, 380, &c. qui for- 
ment une progreffion arithmétique , dont 
la différence eft 78=6.13. Il füffit, par 
Conféquent , de connoître une feule de ces 


Valeurs Pour trouver facilement toutes les 
autres ; 


on n'a qu'à ajouter conflamment 
78, & fouftraire ce nombre aufli long- 
temps que cela eft poflible, 


14, 
La queftion füivante fournit un exemple 


dune folution plus longue & plus pénible, 
Tome 11, B 
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Queflion huitième, Trouver un nombre 
Ni qui, étant divifé par 39 , donne le ré- 
fidu 16, & tel auff que fi on le divifè par 
56 -On trouve le réfidu 27. 

Il faut en premier lieu que N=39p+16, 
& enfecond:lieu que N=$ 69427 ; ainf 
39P 1656927 0u 39p==$6grr, 
& PE ge gr, en ex- 
primant par r la fraétion "#5", Ainfi 397 
=i77 Hi, & g= =ar 
+/; de façon que / =, où 17/57 


17/1 


“—11, d'où provient r= 


t-u Q, 


zartu, en faifant u= D RULEIUH I Le 
Or n’y ayant maintenant plus de fraftions, 
on.peut prendre 4 à volonté 3 Bon n'aura 
plussqu'à pañler , en rétrogradant, par les 
F quid ; 5 ? 
déterminations fuivantes : 


I= 


=i 7u 77, 
HE 302-176, 


r =$6u—2$3, 
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& Enfin-N— 39564-09883. On trouvera 
la plus Petite valeur -pofible de N; en 
faifant “==— 4; dansicette fuppofition on 
aN=,; 147. Que fi l’on fait U=X— 4, 
on trouve N=2184x 8736-9883 > OÙ 
N=2184xp1 147. Ces nombres forment 
par Conféquent une progreflion arithmé- 
tique, dont le Premier terme éft 1147, 
& dont la différence eft 2184; en voici 
quelques termes : 
1147, 3331, 5515; 7699, 9883; Bec. 
I Se 
Ajoutons encore quelques autres quef- 
tions , fur lefquelles on puifle s'exercer. 
Queflion _ neuvieme; Une compagnie 
d'hommes & de femmes fe trouvent à un 
Pique-nique; chaque homme dépente 25:l, 
& chaque femme dépen£e. 16 liv. & il fe 
troüve que toutes les femmes enfemble ont 
payé 1 liv, de Plus que les hommes: Coms 
bien Yy avoitil d'hommes & de femmes? 
Soit le nombre des femmes =p, celui 
des hommes 39 ; les femmes auront dé- 
Bij 
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penfé 16p, & les hommes 259 ; ainfi16p 
=a gpi ER PE = qqn 


Nous venons de faire r=, dinli 9q 


=16r—1, & q= rp =r4}/: 
Puis donc que J=T, où of—=7r—1, 
nous avons r= HE fe; c'eft- 
à-dire que i, ou 72/1 ; ainfi 


=== it u, en faifant v 


2 


= ou 2u—1—1, de forte quer—2ur. 


Nous aurons par conféquent en rétro- 

gradant : 

t—2ut 1, 

J=sr u= que y, 

r= [FH i= gu+ 4, 

q= r4 [=r6bu pH 

P= g—Hr=2çsu tri; 
ainfi le nombre des femmes étoit 254-171 ; 
& celui des hommes étoit 1647 y & on 
peut fubftituer dans ces formules ; au lieu 
de u, tels nombres entiers qu'on veut. Les 
réfultats les plus petits font par conféquent 
ceux qui fuivent : 


DA LC'E BR RE. 21 
Nombre des femmes: = 11, 36, 61, 86, ITI i&c 
7 = des hommes: = 75 23539 555 Ti EC» 
°Mivant la premiere folution , ou celle qui 
renferme les plus petits nombres , les, fem- 
mes ont dépenfé 176 liv. & les hommes 
175 livres , c’eft-à-dire une livre de moins 
que les femmes. 


16. 


Queftion dixieme. Quelqu'un achete des 
chevaux & des bæufs ; il paye 31 écus 
par cheval, & 20 écus pout Chaque bœuf, 
& il fe trouve que les bœufs lui ont coûté 
7 écus de plus que ne lui ont coûté les 
chevaux : combien cet homme a-t-il acheté 
de bœufs & de chevaux à 

Suppofons que p foit le nombre des bœufs 
& g celui des chevaux , il faudra que zop 
ia PR gr g 

“sede cette maniere nous avons 207 
11947, & = rt Tr f 
ainne f= or", & == ET 
=S, c'eft-à-dire que g= +7, Q&S 
Sy peu > moyennant 

B iij 
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Quoi ui 7, & r= zu 7, Par con 

féquert 

J4 biz ou-118), 

fr tu, 

q=" TE =ou 163, omb: des chevaux, 
73 1-98 , nombre des bœuf! 

Donc les plus petites valeurs pofitives de 

P & de q fe trouvént en faifant u= —3; 

celles qui font plus grandes fe fuivent en 

progreffion arithmétique de la maniere 

qu'on Ya voir: 


EE syy 5:3667,98;120,160, 10132125253, &e 
“A Q, 
der I= 3233433633 83;103;1a3,149,163, Xt. 


I7: 

"Si on .confidéère comment > dans cet 
exemple, les lettres p & q fe déterminent 
par les lettres füivantes, on remarquera fa- 
cilement quelCetté détermination dépend 
du rappôrt dés nombres 31 & 20} & en 
particuker. du-rapport qu'on découvrèien 
cherchant le plûs grand comun. divifeur 
de’cesdeux nombres. En effet, fi on fait 
cette opération 
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20) 31/1 
20 


11|20|1 
I 


ileft clair que les quotients qu’on obtient 
fe retrouvent dans la détermination fuccef- 
five des lettres Pa rs fa ce & qu'ils 
font liés avec la premiere. lettre à droite , 
pendant que la derniere refte toujours ifo- 
lée; on voit de plus que ce n’eft que dans 
la cinquieme & derniere équation que fe 
Préfente le nombre 7, & qu'il eft afledté 
du figne HH s parce .queslesnombre! de 
cette équation: eft impair; car fi cesor- 
bre avoit été pair , on auroit trouvé 7, 
Ce que nous. difons deviendra encore plus 
clair. par la table fuivante ,: dans laquelle 
on verra d'abord la:décompoñtionsdes 
B iv 
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nombres 31 & 20, & puis 1 
tion des lettres p, grec, 


31=120411 prng 

201.11 9 | g= rtf 

Tir 9h 2 | 7 J+e 

9=4.2+# 1 | [=4 tu 

22, 1 o | e=. 
18. 


On peut repréfenter de la même maniere 
l'exemple précédent de Particle 14: 


56=1.39 F17 | pt Er 
39=2.17 F 5 g=zr +f 
17=3: F a2 r=3 fe 
R A RAR 

«14 o | =u in. 


19. 


Nous fommes donc en état de réfoudre 


a détermina- 


de la même maniere toutes les queftions 
de cette efpece, 

Enceffet , foit donnée l'équation bp=ag 
“ns où a, h&n fignifient desnombres 


connus, Il ne s'agira ici que de procéder 
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com 


me fi on cherchoit le plus grand com- 

feur des nombres a & b, on pourra 

déterminer p & q par les lettres 

comme on va voir: 

Soit adbc | on aura p—Ag+r 
b=Bc +4 =Br+4f 


mun divi 
auffi-tót 


füivantes 3 


Pev Eh, 

On fera feulementattention encore sque 
dans la derniere équation il faut donner à z 
le figne +s quand le nombre des équations 
eftimpair ; & qu’au contraire il faut prendre 
2, lorfque ce nombre eft pair. Et voilà 
donc comment on peutréfoudre.avec affez 
de Promptitude les queftions dont nous nous 
occupons dans ce Chapitre: nous en don- 
nerons quelques exemples. 


20. 


Queflion onzième. On cherche un nom- 
bre qui, étant divifé par 11, donne le ré- 
fidu 3, & qui étant divifé par 19, donne 
le réfidu $ 


26 Esr-Écm en s 
Soit V ce nombre: cherché : il faudræ 
d’abord que N=: 1p+- 3, &-en fecond 
lieu que N=197- 5 Donc L1P=—=1 94 
“2, équation qui fournitla table fuivanté: 
1914118 | p— gr 
IS ES | 


8—>2 ‘3 
3—=T 2 


2==2 , I4 
où l’on peut donner à v telle valeur qu'on 
veut, & déterminer par-là fucceflivement, 
en rétrogradant , les lettres précédentes, 
On aura, 

t—au 2 

J= tu 3u 2 

r=2/ = gut 6 

g= rfi tu 8 

PE gr Si gupp; 
de-là réfulte le nombre cherché N— 2094 
157; donc le plus petit nombre qui puifle 
exprimer N, ou fatisfaire à la queftion s 
et 157. 
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21. 
; > E 
Queftion douzième. Trouver un nombre 
7 
tel qu'en le divifant par 11,ilreftez, 
X qu'en le divifant par 19, il refte 5; & 


de Plus, que fi on divife ce nombre par 


29, on obtienne le réfidu 10. 

La derniere condition exige que N—=29p 
-Fro; & comme on a déjà fait le calcul 
Pour les deux autres, il faut, en conféquen- 
ce de ce qu'on a trouvé, que N— 2007 
157 dela place de quoi nous écrirons 
N=3097 F1 57 ; ainfi 29P+-10—209g 
“157, ou 29pP—209q—-147 ; d'où ré- 
fülte le type qui fuit : 

 209—7, 20-63 donc P=TI TT 

29—4 . 6 ; Da, 
1.51; 7) Frs 
= : 1o; =§t—147- 

Et fi nous revenons maintenant fur nòs pas, 
nous aurons 

J—=5t—i47; 
r= [AE = Gr 147; 
g= Ar ENT = 291-736, 
P=794 F 209202. 
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Donc N—6o611—153458. Le plus petit 
nombre fe trouve en faifant 1—26, & certe 
fuppoñtion donne N= 4118. 


LE 


Une remarque cependant qu'il faut faire 
néceflairement, c’eft que , pour qu'une 
telle équation bp=ag+-n foit réfoluble , il 
faut que les deux nombres a & b nwayent 
d'autre commun divifeur que 1; car fans 
cela la queftion feroit impoflible , à moins 
que le nombre z meûùt le même commun 
divifeur. 


Si l’on demandoit , par exemple, que 
9P—=1 9-2 ; comme 9 & 15 ont le com- 
mun divileur 3, & que ce neft pas un di- 
vifeur de. 2, il eft impofñble de réfoudre 


la queftion, parce que 9p—1 $q pouvant 
toujours être divifé-par 3 , ne peut en aucun 
cas devenir —2, Mais fi dans cet exem- 
ple z étoit —=3, où n—6, &c. la quet 
tion feroit poffible : il füfiroit de divifer 
auparavant par 3; Car on auroit pP=54 
“F1, équation qui feroit facilement réfo- 
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luble Par la regle donnée ci-deflus. On 
Voitidoncrclairemenr que les nombres a 

€ È ne doivent avoir d'autre commun di- 
Vifeur que l'unité, & que notre regle ne 
Peut avoir lieu dans d’autres cas. 


2. 3 x 
Pat 

Pour le prouver encore plus évidem- 
ment , nous traiterons l'équation 9p=15g 
“2 füivant la voie ordinaire, Nous trou- 
vons PRE = g tgr; de frig 
que 9r=6q4-2, où 6g—=9r—2; ainfi 
-+/; de façon que 
37—2—6$, où 37= 6/42. Par confé- 
= Žž; ori jen clair 

quent S a ; oril eft b 
que ceci ne peut jamais devenir un nom- 
bre entier > parce que / eft néceffairement 
Un nombre ‘entier. Cela fert à confirmer 

à PI 

que ces fortes de queftions font impoftbles. 
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CHAPE ER EP PIE 


De la regle qu'on nomme regula cœci, où 
il s’agit de déterminer par deux équations; 
irois ou un plus grand nombre d'inconnues. 


24. 
Nous avons vu dans le Chapitre pré: 
cédent, comment on peut déterminer par 
une feule équation deux quantités incon- 
nues, au point de les exprimer.en nombres 
entiers & pofitifs. 

Si donc on avoit deux équations, il fau- 
droit, pour quela queftion fùt indétermi- 
néé, que ces équations renfermaflent plus 
de deux inconnues. Or il fe préfente dé 
ces queftions dans les livres d’Arithmétique 
ordinaires; on les réfout par la regle dite 
regula cæci , nous ferons voir les fondemens 
de cette regle. 
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TS. 


Nous commencerons par un exemple. 
) . m j 
Queftion premiere, Trente perfonnes , 


hommes , femmes & enfans dépenfent sa 
ecus d 
meef 
& celui d’un en ant eft un écu; combien 
ÿ avoit il de perfonnes de chaque claffe ? 
Soit le nombre des hommes =p , celui 
des femmes =g, & celui des enfans =z, 
Nous aurons les deux équations fuivantes : 
Ts > POG tj 1-54 
)P+ 9730, IL.) 3p-t 19 tros 


TEL SON A ) 
t il s'agit d'en tirer les trois lettres >P 


ans une auberge ; lécot d’un hom- 
t3 écus, celui d’une femme eft 2 écus, 


ren nombres entiers & poñtif: La pre- 


miere équation donne 7—30 p—q, d'où 
NOUS Concluons d'abord que p—g doit être 
Môindre que 303 & fub{lituant cette valeur 
der dans la feconde équations, nous avons 
2PR 9430 jo ; de forre qüe 9=—=20 
map & pq O—p ice qui eftévi 
demment aufi moindre que:36 OF com- 
me on peaty en vertu de cette équation, 
Prendre- pour pitons les nombres qui ne 
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paffent pas 10, on aura les onze folutions 
fuivantes : 


Nombre des 
Kontis E lon op RERA 070) 


Nombre des 
femmes, la =20,18,16, 14,12,10, 8, 6, 4, 2, 0» 


Nombre des 
enfans, 
& fi on omet la premiere & la derniere, 

il en reftera neuf, 


Rrtoxt 1229314 15, 16,172 18, 19,208 


26. 


Queflion feconde. Quelqu'un achete 100 
pieces de bétail, des pores, des cheyres 
& des moutons , pour 100 ecus ; les porcs 
lui coûtent 3+ écus la piece ; les chevres, 
1-écu, & les moutons, i écu: combien 
y avoit il d'animaux de chaque efpece ? 

Soit le nombre des pores =p , celui des 
chevres =g , celui des moutons =r,.0N 
aura les deux équations fuivantes : L)p+-q 
r=100, 11.) 35p—+ 1 39427100 ; 
& cette derniere étant: multipliée par 6, 
afin de chaffer les fraétions > fe transforme 
en celle-ci, 21p4-89—+3r=—600. Or la 
premiere donne 7=100—p—9 s & fiton 

fubftitue 


DALGEBRE 33 
fubftitue cette y 
ona 18p- 


& 


aleur à dans la feconde, 
F54=300, ou 59—#B00—18p, 
I= 60o — E, Par conféquent il faut que 
18p foit divifible par $, & renferme $ 
Comme facteur, Qu'on fafle donc p=5f, 
on aurą q=60—18/, ri 3/40, où 
° peut prendre pour fun nombre entier 
quelconque 


» Pourvu qu'il foit tel que g ne 
devienne pa 


YU s négatif. Mais cette condition 
limite la valeur de/à 3, de forte que fi 
n'exclut auf o, il ne peut y avoir. que 
trois folutions du probleme; ce font les 
fuivantes : 
Lorfque = 205 
ap Syer 15, 
741, 14, 16, 
r=53, 66, 79. 


27. 
Lorfquon veut foï-même fe 


propofer 
de tels exemples , il faut faire attention 


ur-tout qu'ils foient poffibles; & pour pou- 
Voir en juger, voici ce qu'il faut obferver: 
Soient les deux équations auxquellesnous 
Tome IL C 
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Parvenions jufqu'à préfent , repréfentées 
par T) x45, I yf-tgy Arh, 
où f, e & h, ainfi que a & b, font des 
nombres donnés, fi nous füppolons qu'entre 
les nombres ; à & hle premier f foit le 
plus grand, & 4 le plus petit; comme, 
à caufe de x} "FA, nous avons fX 
V=fa s ileft clair que fx-Efy-ff 
eft plus grand que fx +877 Spar con- 
téquentilfaut que fa foit pl and que 4, 
ou que À foit plus tque fa ; & püifque 
de plus Axy irha ; & que Ax-Ay 
VA 


z eft certainement plus petit que fx 


s il faut aufi que 44 foit plus 


#1 
peut que $, oué plus grand que ha. Il 


1 


s'enfuit donc de-là que fi ġ n'et pas plus 
petit que fa, & en même temps plus grand 
que La, la queftion fera impoffible, 

On exprime cette condition aufi, en 
difant que b doit être contenu entre les li- 
mites fa & La; & il faut de plus faite at- 
tention que ce nombre approche pas trop 
de Pune ou de Fautre limite, parce que 
cela feroit qu'on ne pourroit pas déterminer 
les autres lettres, 
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Dans l'exemple précédent, où a=100, 
PS o, i US rad 

32 Ai Jes limites étoiént 352 

: 1O or fi on: vouloit fuppofer bz A IL 

au lieu de 100, les équations deviendroient 
TIo, & 31x24 nye 

Ou, en chaffant les fra&tions , 21x48 y 

306; qu'on multiplie la prèmiere 
Wir de forte que 3x+4-3y7-3#=—=300; 
fi ton fouftrait cette équation de l'autre, 
il refe 18x5 y—6, ce qu'on voit fur le 
chimp être impoflible , parce que x & y 
doivent être des nombres entiers & po- 
fus. 

28. 

Les Orfevres & les Monnoyeurs tirent 
Brand parti de certe regle , quand ils fe 
Propofentde faire , de trois ou de plufeurs 
fortes d'argent, un alliage d’un prix dormé , 
ainfi que l'exemple füivant le fera voir. 

Queftion troifieme, Un Monnoyeur a 
trois fortes d'argent; la ptemiere à 7 onces, 
la feconde à 53 onces, la troifieme à 4% 
onces; il a à faire un alliage de 30 marcs 


Cj 
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pefant, à 6 onces; combien de marcs doit4 
il prendre de chaque forte? 

Qu'il prenne x marcs de la premiere 
forte, y marcs de la feconde & z marcs 
de la troifieme , il aura x-+y+-7=30, 
& c’eft la premiere équation. 

Enfuite, puifqu’un marc de la premiere 
forte contient 7 onces dargent fin, les x 
marcs de cette forte contiendront 7x on- 
ces de tel argent; de méme les y marcs 
de la feconde forte contiendront 52y on- 
ces, & les z marcs de la troifieme forte 
contiendront 47 7 onces d'argent fin; de 
forte que toure la maffe contiendra 7% 
H5 57+-4257 onces d'argent fin. Or puif- 
que cet alliage pefe 30 marcs , & que cha- 
cun de ces marcs contient 6 onces d'argent 
fin; il s'enfuit que la maffe entiere Con- 
tiendra 180 onces d'argent fin; & de-là 
réfulte la feconde équation TX HS y+ 454 
180, où 14x41 1Y+#97=360. Si l’on 
fouftrait maintenant de cette équation la 


premiere prife neuf fois, ou 9x4-9y—+07 
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=270, il refte 5x4 2y=90, équation 


qui doit donner en nombres entiers les va- 
eurs de x & de y. Quant à la valeur de 75 
On la tirera enfuite de l'équation 7=30 


xy. Or l'équation précédente donne 
Y=90— 6x & Y—45—5%; foit donc 
Yu, on aura J=4; — ju,8& LT 
"153 Ceft figne que u doit être plus grand 
ue 4, & cependant plus petit que 10 ; & 
Par conféquent la queftion admet les folu- 
tions fuivantes : 


Il fe préfente quelquefois des queftions 
qui renferment plus de trois inconnues , 
mais on les réfout de la même maniere , 
comme l'exemple fuivant le fera voir. 

Queflion quatrieme, Quelqu'un achete 
100 pieces de bétail pour roo écus; favoir, 


C iij 
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des bœufs à 10 écus la piece, des vaches 
à ; écus, des veaux à 2 écus, & des mou- 
tons à técu la piece; combien a-t-il acheté 
de bœufs, de vaches, de veaux & de 
moutons ? 

Soit le nombre des bœufs =p, celui 
des vaches =g , celui des veaux —7r, & 
celui des moutons =f; la premiere équa- 
tion eft pg—r—+f—100, & lafeconde 
et 10p+5g-2r+-5f—=100, ou, en re- 
tranchant les fraëtions, 20p+-1091-4r4-f 
==200 ; fouftrayant la premiere équation 
de celle ci, il rete 19p4-99+3r—100, 
d'où l'on tire 3r=—100—19p—09g, & 
r=33 F;  P—;P—3q,0ùr—=33—6p 
=a donc il faut quer—p ou p 
—1 foit divifible par 3. Qu'on faffe 


31, On aura 


ra 
DEAR 
r=27— 19 — 39; 
J= zg ió; 

il s'enfuit de-là que 1924-39 doit être 
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moindre que 27, & que s pourvu que cette 


condition s’obferve, on peut au refte dona 
ner à g & à z telle valeur qu'on veut; cela 
Pofé , nous aurons à confidérer les cas fui- 
Vans : 


P Eneee nrn RATS o re EnaA 


CSUS IL Siz 


On ne peut faire :=2 > parce que r 
deviendroit négatif. 

Dans le premier cas g ne doit pas fur- 
Pafler 9, & dans le fecond cas ce nombre 
ne doit pas excéder 2; ainfi ces deux cas 
donnent les folutions qui fuivent. 

Le premier donne les dix folutions que 
voici: 


IL. I. | LV.) v, [VE EVIL VI IX X 


5 
27 |24|21|18|16|12| 9 
[\72|74176178186182 184 
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Le fecond cas fournit les trois folutions 
füivantes : 


Voilà donc en tout treize {olutions Fe 
elles fe réduifent à dix , fi on exclut celles 
qui renferment un zéro, 


30. 

La méthode ne laifferoit pas d'être Ia 
même, quand même, dans la premiere 
équation, les lettres feroient multipliées par 
des nombres donnés, comme on le verra 
par l'exemple {uivant : 

Queflion cinquieme. Trouver trois nom- 
bres entiers, tels que fi on multiplie le pre- 
micr par 3 , le fecond par ș & le troifieme 
par 7, la fomme des produits foit 560 ; & 
que fi on multiplie le premier par 9, le 
fecond par 25 & le troifieme p 


ar 49, la 
fomme des produits foit 2920. 
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Soit le Premier nombre —x, le fecond 


Y, le troifieme =z, On aura les deux 
equations , T.) 3x- sy-+77=;560, IL) 9x 

25Y + 497= 2920. Si on fouftrait de 
a feconde la premiere prife trois fois, ou 
a SY+214=1680, il refte 107-287 
1240; divifant par 2, on a 5y—+147 
620, d’où Pon tire Y=124—"%#, Ainf 


z doit être divifible par $ ; qu'on faffe donc 


{=$2, On aura Y=124—14u; ces va- 
leurs étant fübftituées dans la premiere 
équation, on a 3x—3 ju-4620=;5 60 , ou 
3x=3ju—6o, & x ao; Cek 
Pourquoi l’on fera u—3t, & on aura enfin 
la {olution füivante Aer 
—42t, 

au lieu d 


=3$#—20, ÿ—124 
& z=1 5t, où on peut fübilituer 
€ ż un nombre entier quelconque, 
Mais tel cependant que z furpañle o, & 
foit moindre que 3; de forte qu'on fe trouve 
borné en effet aux deux fol 


L) Si 11 » ON a : 
IL.) Si 1=21,,0n à a 


utions fuivantes : 
IS, 82, ZELS. 
50,40, 7=30. 
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CHA PATO REEAT FT; 


Des Equations indérerminées compofées s 
dans lefquelles l'une des, inconnues: né 


paffe pas le premier degré. 


3 Le 
No us paflerons à préfent aux équations 
indéterminées, dans lefquelles on cherche 
deux quantités inconnues, & où l’une de 
ces inconnues eft multipliée par l’autre , où 
élevée à une puiffance plus haute que la 
premiere, tandis que l’autre inconnue ne 
s’y trouve cependant encore qu'au premier 
degré. Il eft évident que les équations de 
cette efpece peuvent fe repréfenter par 
l'expreflion générale qui fuir: 
at bs ey-+-dxrr texy Æ fa gxey 
4x H kay- &c. —=0. 

Comme dans cette équation y ne pañle 
pas le premier depté, cette lettre fe dé- 
termine facilement; mais il faut au refte, 
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com ; 
Omme auparavant , que les valeurs tant 


de x n à EE _ 
* Que de y, foient aflignées en nombres 
Entiers, 


Nous al 


lons confidérer quelques-uns de 
ces Cas 


> En commençant par les plus faciles. 


a 
Queftion premiere, Trouver deux nom- 


bres tels que , fi on ajoute leur produit à 
leur fomme, on obtienne 79. 

Nommons x & y les deux nombres cher- 
chés; il faudra que x7—-xy=70 ; ainfi 
XF Y=79- 
par où l’on voit que x-1 doit être un 
divifeur de 80. Or 80 ayant beaucoup de 
divifeurs + ON aura auf plufeurs valeurs 


] x 
ce x, comme on Va voir: 
ae 


& JE 7939 10ITS 9) 7j 4] 3| 1j o 
a S S, Li 


FER : í j 
Mais comme les dernieres folutions font 


les mêmes $ é 
es mêmes que les premieres, on n’a réelle- 
m s ci i i 

€nt que les cinq folutions fuivantes : 


3| 4| 7 
79l39| r91 slro 


mamaaa 
33. 

C'eft de la même maniere qu'on pourra 
réfoudre aufli l'équation générale xy—-a# 
iy 3 car on aura xy4-by=c—ax, 

$ ou y=—a pte, c’eft-à 
dire que X-b'doit être un divifeur du nom 
bre connu abc ; de forte que chaque di 
vifeur de ce nombre donne une valeur de x 
Qu'on faffe donc abc=f>, on aura y 
=—a fe ; & fuppofant xb=f où 
x—=f—6, il eft clair que y=—a-pg où 
Y=g—a, & par conféquent qu'on aura 
même deux folutions pour chaqug maniere 
de repréfenter le nombre abc par un 
produit tel que fg. De ces deux folutions, 
lune tx ff} & y=g—a, & lautre 
Sobtient en faifant x-b=g, dans lequel 
cas sgh & y—f—0. 

Si donc on fe propofoit l'équation æy 
2x3 y=42, on auroit ami ; bys 

43 
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& c— 


+25 par conféquent y=— Aa 
Or le nombre 48 peut fe repréfenter de 
Plufieurs Manieres par deux falteurs, com- 
ME fg, & dans chacun de ces cas on aura 
toujours , foit x=f—3 & y=g—2, foit 
auf 83 & y=f— z2, Voici le dé- 
Veloppement de cet exemple: 


LR RUE M ARE SAV 


of13| 1 


L'équation peut s'exprimer encore plus 
généralement ; en écrivant mxy=ax by 
S ane font des nombres 
donnés, & où l'on cherche pour x & y 
des nombres entiers inconnus, 

Qu'on fépare 


ar 


d'abord y, on aura y 

“fi ; 7 
=; & chaflant x du numérateur, en 
multipliant Par m de part & d'autre, on 
aura my at 


mat S ma=b * 


On a main- 
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tenant une fraction dont le numérateur ef 
un nombre connu, & dont le dénomin# 
teur doit être un divifeur de ce nombre; 
qu’on repréfente donc le numérateur pat 
un produit de deux faéteurs , comme fg, 
ce qui peut fouvent fe faire de plufieurs 
manieres, & qu'on voye fi un de ces fac- 
teurs peut fe comparer avec mx—ġ, de 
façon que mx —b=— f. Or il faut pour cet 
effet, puifque x={?, que F8 foit di- 
vifible par m; & il senfuit de-là que parmi 
les fa&teurs de mc-ab, on ne peut em- 
ployer que ceux qui font tels, qu’en y ajou- 
tant $, les fommes foient divifibles par r 
Nous allons éclaircir ceci par un exemple. 

Soit l'équation SXY—=2x+-3 y 18, oñ 
RE Re; Lx à 
ils’agit par conféquent de trouver ceux 
des divifeurs de 96 qui, ajoutés à 3", dons 
nent des fomimes divifbles par $. Or fi on 
confidere tous les divifeurs de 96, qui font 
I, 25 3» 4, 6, 8, 12,16, 24: 32,493 
96, on voit facilement qu'il n’y en a que 


SES trois, 2, 12,32, qui peuvent fervir. 
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Soit donc LY $x—3—2, on aura 1y =59, 
& par conféquent x=1, & 
LE CN 
IL) çx=—3=—12, on aura $y==10, 
&, par conféquent x=3, & 
J=. 
HORES =3 2 , ON aura f y= f , 
& par conféquent x=7, & 
gei 


35. 


Comme dans cette folution générale on 


a myanma il fera à propos d’ob- 
ferver que, fi un nombre compris dans la 
formule mcab,, a un divifeur dela for- 
me mx—b; le quotient dans ce cas doit 
être néceflairement compris dans la for- 
mule my—a, & qu'on peut alors repré- 
fenter le nombre mc—ab par un produit 
tel que (mx—b) (nya). Soit, par exem- 
ple, m—1» >, by & c—1 5; on 


ra rzy — g= ZŁ; or les divileurs de 
215 fonvt, 5, 432163 il fauten choifir 


Ceux qui font compris dans la formule 12% 
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—7 > Ou qui font tels qu’en y ajoutant 7% 
la fomme foit divifible par 12; mais il ny 
a que 5 qui fatisfafle à cette condition, 
ainfi 12x—7=5 & 12y—§=43; & de 
même que la premiere de ces équations 
donne x=1 , on trouve aufi par l’autre y 
en nombres entiers, favoir Y=4.. Cette 
propriété eft de la plus grande importance 
“relativement à la nature des nombres, & 
mérite par-là qu’on y falfe attention par 
ticuliérement, 


36. 


Confidérons maintenant auf une équa= 
i, A À ee 
tion de cetre efpece, XYTXX = 21x37 
ij 7 MEETS 
+29. Elle nous donne VE. s OUN 

6 EA À 0 

DA ESS aini x—3 doit être un 
divifeur de 26, & dans ce cas , la divifion 
étant faite, le quotient fera y -x 1 ; 
or les divifeurs de 26 étant 1, 2, 13, 204 
nous aurons donc les folutions füivantes : 


L)x—3=1, ou Xx=4 ; de forte que y+-x 
Hi 5:26, & Y iiy 


Il.) 
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2, Où x= ; ainfi y—xr 
SyF ó=, & y=7; 
I) 313, OÙ y6 ; ainfi ypx 
=SyȚai7 =r, & y 5, 
Cette derniere valeur étant négative doit 
être omife, & par la même raifon on ne 


Pourra tenir compte du dernier cas, x—3 
26. 


37: 
Il ne fera pas néceffaire de développer 
Un plus grand nombre de ces formules, 
owon ne rencontre que la premiere put 
fance de y & de plus hautes puiffances de 
*5 Car ces cas ne fe préfentent que rare- 
ment, & peuvent d’ailleurs toujours fe ré- 
foudre par la méthode que nous avons ex- 
pliquée. Mais lorfque y auf eft élevé-à 
la feconde puiffance , ou à un degréencore 
plus haut, & qu'on veut en déterminer la 
Valeur par les re 


Îci 


gles données, on parvient 

à des fignes radicaux, qui comprennent 

des Puiflances fecondes ou encore plus 

hautes de x, & il s’agit alors de trouver 
Tome 11, D 
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pour æ des valeurs telles qu’elles faffent 
évanouir les fignes radicaux ou Pirration- 
nalité. Or le plus grand art de l’analyfe 
indéterminée, confifte précifément à ren- 
dre rationnelles ces formules fourdes où 
incommenfurables ; nous en fournirons les 
moyens dans les Chapitres fuivans. 


C H ASPIRE STAY. 


De la maniere de rendre-rationnelles les quarts 


tités fourdes de la forme Va-bxtcxx. 
38. 


{l elt donc queftion préfentement de 
déterminer les valeurs qu'on peut adopter 
pour x, afin que la formule a4-bx-Lex 
devienne efleélivement un quarré, & pa 


conféquent qu'on puifle en affigner une 
racine rationnelle, Or les lettres a, b & 6 
fignifient des nombres donnés ; eft de la 
“arure de ces nombres que dépend prin- 
cipalement la détermination de inconnue 
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*, & nous remarquerons d'avance que 
dans Bien des cas la folution devient im- 
Pofhible, Mais lors même qu’elle eft pof- 
fible, il faut du moins fe eontenter au 
a mencement de pouvoir afligner pour 
à lettre x des valeurs rationnelles, fans 
exiger précifément que ces valeurs foient 
même des nombres entiers ; cette condi- 


ti ai 
pm entraine des recherches tout-à-fait 
Particulieres, 


39: 


Nous fappofons ici, comme on voit ; 
que la formule ne s'étend qu'aux fecondes 
Puiflances de x; les dégrés plus élevés 
exigent des méthodes différentes , dont 
nous parlerons plus bas. 

Ous remarquerons d’abord que fi la fe- 
conde puiffance même ne s’y trouvoit pas, 
& que c fit =o ; lä queftion n’auroit au- 
cune difficulté ; car fi Vat bx étoit la 
formule propolče , & qu'il fallût détermi- 
nery, de manier que a+6x fütun quarré, 
On n’auroit qu'à faire á-Fbx=yy, d'où l'or 


D ij 
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obtiendroit aufli-tôt x=27*; or quelque 
nombre que lon fubftituât ici au lieu de y, 
il en réfülteroit toujours pour x une valeur 
telle que a+-Bx feroit un quarré, & par 
conféquent 
nelle. 


a-}-bx une quantité ration- 


40. 

Nous commencerons donc par la for- 
mule vi xx, ceft-à-dire que nous cher- 
cherons pour x des valeurs telles, qu'en 
ajoutant à leurs quarrés l'unité, les fommes 
foient pareillement des quarrés ; & comme 
il eft clair que ces valeurs de x ne pourront 
être des nombres entiers , il faudra fe con- 
tenter de trouver les nombres fraétionnaires 
qui les expriment. 


AI. 

Sion vouloit, à caufe que 1-kxx doit 
être un quarré ; fuppofer 1--xx=—yy, on 
auroit xx—yy—I , 8 s=V yy—1; ainfi 
il faudroit, afin de trouver x, chercher 
pour y des nombres tels que leurs quarrés, 
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diminués de l'unité, donnaffent aufi des 
Quarrés ; 8z par conféquent on retomberoit 
dans une queftion aufi difficile que la pre- 
miere, & on n'auroit pas fait un pas en 
avant. 

ll et cependant certain qu'il y a réel- 
lement des fra&tions qui, étant fubftituées 
à la place de x, font que 1—-xx devient 


Un quarré ; on peut s’en convaincre par les 
Cas füivans : 


l) Si x=}, ona 1 xx=łŻ; par con- 


féquent y i-F xx= A 
IL.) 


I ane 
I TAXE. 
HUL.) Si on fait x— 5 bti L 
à ait X=; >.Oon oDtient 1 XX 
— 16 


=; dont la racine quarrée et, 


Mais il s'agit de faire voir comment on 
doit trouver ces valeurside x, & même 
tous Les nombres poflibles de cette efpece. 


42. 
ILY a deux méthodes pour cela. I pre~ 


miere demande qu'on falé ÿ/1Lxx x 
D ij 
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—-p;-on a dans cette fuppoñtion 1-Lxx 
ZXx--2pxLpp, où le quarré xx fe dé- 
truit; de forte qu'on peut exprimer x fans 
figne radical. Car effaçant de part & d'au- 
tre xx dans l'équation fufdite, on trouve 
2px-pp=1 , d'où l’ontirex=— 3p > quan- 
tité dans laquelle on peut fubftituer à pun 


nombre quelconque , & même des frac 
tions. 


Qu'on fuppofe donc P=?, on aura x 


mm 


= —;, ; & fi on multiplie les deux ter- 


n 


mes de cette fraîion par nzn, on trouve 


on — mm 
XE 
ama 


Ainfi, pour que 1—xx devienne un 
quarré;"on peut prendre pourri & n tous 
les ñombres entiers pofibles , &'trouver 
de: cette maniere pourx une infinité de 

F 
valeurs. 


Si lon fait aufi en général LEE, 
ori 


4 4 
n Ammin- 
On touye repa E y ape 


mmmn? 
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4 a 
a mmiun m . 
ou Ti Eygi amman km , fraftion 
j 4mmnn 
M eft effefivement un quarré , & qui 
donne y/ 1J yy iem 
nne y rp rrm ee 
ous indiquerons d’après cette folution 
Quelques-unes des moindres valeurs de x. 


pang VA (an—mm)? 
On voit qu'on a en général += 
= Cr mm): 
(2mn) 

équation par (2mn)*, on trouve (2mn)® 
Car — mm) = (nn+mm); ainfi nous 
Connoiflons d’une maniere générale deux 
qüarrés , dont la fomme donne un nouveau 
quarré, Cette remarque conduit à la réfo- 
lution de la queftion fuivante : 

Trouver deux nombres quarrés , dont 
la fomme foit pareillement un nombre 
quarré, D iv 


(2mn)° = 


; & fi on multiplie certe 
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On veut que pp#gq==rr; on n’a doné 
qu’à faire p=imn & q=nn—nm, & on 
aura r=nn -H mm. 

De plus, comme (nn + mm)" — (2mn)° 
= (nn— mm)", on peut aufli réfoudre la 
queftion qui fuit: 

Trouver deux quarrés , dont la diffé- 
rence foit de même un nombre quarté, 

Car fi on veut que PP—gq=#rr, on n'a 
qu'à fuppofer p—nn—tmm & g=—=2mn, 
& on aura r= ñn— mm, On pourroit aufi 
faire P=nr mm & g—=nn--miIn , & on 
auroit 7 —=2mn. 

45. 

Nous avons parlé de deux mañietes de 
donner à la formule 1-Hxx la forme d'un 
quarré ; voici donc l’autre méthode: 

Qu'on fuppofe Vitarerp" on 
aura 1 xx EE a fi Pon fout. 
trait de part & d'autre 1 , on a xx= 


mmxs HAERE PER ENT ER 
H ; cette équation fe divife par 

N 5 mmx A 
par coniequent ona x= rA Ou anny 


Æ2mnmmx, doù lon tire x er. 
> 
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Ne Š i h 
Ayant trouvé cette valeur de x, on a 


mmnn 
i „ ou 


Hae — 
IE 2mMmhRN M 


rr ce qui eft le quarré 
n — mmni- 
de nn + mm 


nn — mm” 


Or comme il réfulte de-là Pé- 


A Le mm ) 
düatioh I ( amn)? g (an MTT » ; 
(an—mm) Can—mm) 


nous aurons, ainfique ci: deflus, (#7—"mm)" 
( amn)? —(nn—-mm), c'eft-à-dire les 
deux mêmes quarrés dont la fomme eft 
Pareillement un quarré. 


46. 


Le cas qüe nous venons de développer 
d’une maniere détaillée , nous fournit deu 
Méthodes pour transformer eh un quarré 
la formule générale a-}-bx--cxx. La pre- 
miere de ces méthodes applique à tous 
les cas où c eft un quarté ; la feconde fe 
rapporte à ceux où a eft un/quatré; nous 
nous arrêterons à l’une, &1à l'autre fuppo: 
fition. 


L) Suppofons d'abord que c foit un quarré, 
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ou que la formule propofée foit ax 
fix; puifqu’elle doit être un quarré, 
nous ferons Vapist ffer x-7, & 
nous aurons airt ffx ffx 4 
+77, où les termes affe&tés de «x fe dé- 
truifent, de forte que ah bx 2 an 
CRT 
fi nous multiplions par nn, nous avons nna 
anbx=2mnfx mm ; nous en. con- 


cluons X=T mr & en fubflituant à x 


cette valeur, nous trouvons Vaths 
mmf. _mnb-mmf-nnaf. 
= += : 


“nnb=mnf | nnb=aminf 


47- 

Comme nous avons trouvé pour x une 
fraétion , nous ferons XF, en forte que 
P=nmm—nna, & g=nnb—2mnf; ainfi la 
: +H eft un quarré; & com- 
me elle eft pareillement un quarré, fi on 
la multiplie par le quarré gg, il s'enfuit 
que la formule a99--bpq#-ffpp.ett aufi un 
quarré, fi on fuppofe p=mm—nna & g 
nnb—2mnf. Il eft clai qu'il réfulte de-là 
une infinité de folutions en nombres entiers, 


formule a- 
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Parce que les valeurs des lettres m & z 
font arbitraires. 
48. 

IL) Le fecond cas que nous avons å con- 
fidérer , eft celui où a eft un quarré. Soit 
donc propofée la formule ff- bx- cxx , 
dont il sagiffe de faire un quarré. Nous 
fppoferons pour cet effet vi bx+cexx 
=, & nous aurons f4- bi- cexs 
fe Lans où, les ff fe détruifant, 
On peut divifer les termés reflans par x, 
deforte qu'onobtient b- cx AMP RE 
anb ancx= 2mnf—-mnix, où nnes 
MR EEmNf—nnb, où enfin x— Te 


Si nous fubftituons maintenant cétte va- 


leur à Ja place de x, nous avons 
PR ner nt femmfmnb, 
VF bx CRE fe APE 2 preferer 


anc-mm nne= mm 


& en faifant x=} , nous pourrons , de la 
même maniere que ci-deffus , transformer 
en quarré la formule ffag+-bpaEtcpp, 
faVoir éh faifant p=2mnf—nnb, & q 
Sanne — mm, 


ELEMENS 


49. 

On doit diftinguer principalement ici le 
cas où 4—0, c'eft-à-dire où il s’agit de 
faire un quarré de la formule bxcxxs 
Car on n’a qu'à fuppofer Vox Rx" 


Tr 9 
on aura l'équation bxbcxx— mt qui, 


divifée par x & multipliée par 27, donne 


bnn-cnnx = mmx 2 & par conféquent x 


= 6 

mm-cnn® 1 a. 
Qu'on cherche, par exemple, tous les 
nombrestrigonaux qui font en même temps 
des quarrés, il faudra que , & par con 
féquent anfi 2X%x--2x, foit un quarré. 


Suppofons que 7 foit ce quarré; nous 


nn 


aurons 222% 2nn—mmax, BE x= Teg 
on peut fübftituer dans cette valeur dr 
lieuide m & de 7, tous les nombres pof 


fibles ; mais on trouvera pour x ordinai- 


rement une: fraétion!, quelquefois cepen- 
dant on parviendra aufi à des nombres 
entiers y par exemple , fi 7: = ae 


on trouve x=8, dont le nombre triangu 
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laire , qui eft 36, eft en même temps un 
quarré, 

On peut auf faire RENNES); 
dans ce cas x=—5$0, dont le triangle 
1225 eft en même temps celui de -+49 & 
le quarré de 35. On auroit trouvé le même 
'éfültat en faifant n=7 & m=—10; car 


dans ce cas on à pareillement X—= 49. 


De même, fi m—17 & n—12, on 
trouve x—288 , le nombre trigonal en eft 
#41) 289 


r 


s =144.289, ce qui eft un 
arré dont la racine et =12.17=204. 


50. 


Nous remarquerons à l'égard de ce der- 
nier cas, que la formule x-exx a pu être 
transformée en un quarré par la raifon 
qu'elle avoit un faëteur , favoir x ; cette 
Obfervation nous conduit à de nouveaux 
cas , dans lefquels la formule a—bxexxe 
Peut pareillement devenir un quarré, lors 
même que ni a nicne font des quarrés, 

Ces cas font ceux où a+-bx-cxx peut 
fe décompofer en deux fa&teurs , & cela 
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arrive lorfque bb—4ac eft un quarré. Pour 
le prouver, nous remarquerons que les fac- 
teurs dépendent toujours des racines d’une 
équation, & qu’ainf il faut fuppofer ax 
“exx— 0; cela pofé, on a cxx 4x 


bx 


=a, & xx" —©, d'où l’on tire x 


& il eft clair que fi 8 —4ac eft un quarré, 
cette quantité devient rationnelle. 
Soit donc #b— 4ac=dd , les racines 
btd bt 
feront —— x 
ie } 
& par conféquent les divifeurs de la for- 


mule a-bxexx font xt @ xs, 


zc 9 
& fi on multiplie ces faéteurs Pun par lau- 


» C’eft-à-dire que x—— 


tre, on retrouve la même formule, à cela 
près qu’elle eft divifée parc; car le produit 
by, bb dà à x 
et set Hse puifque dd—bh 
Pan hs ; 
—yac, On a XXE er 
= Lee, ce qui étant multiplié par c, 
donne cxx—-bx-fa. On n’a donc qu'à 
multiplier l’un des faéteurs par c, & on aura 
la formule en queftion exprimée par le 
F F 


produit 
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Cet) (c++); 


& on voit que cette folution ne peut man- 


Quer d’avoir lieu toutes les fois que bb-+4ac 
eft un quarré. 
SI. 

De-là réfulte le troifieme cas, dans le- 
Quel la formule a-}-bxcxx peut fe tranf- 
former en un quarré, & que nous allons 
Joindre aux deux autres. 
` HL) Ce cas, ainfi que nous Pavons 
Mfinué, a lieu lorfque notre formule peut 
fe repréfenter par un produit , tel que 
(ex). (4-HKx). Pour faire de cette quan- 


tité un quarré , fuppofons fa racine, ou 


RE en alla 
VE Ex). CA Ex) = TE), nous au- 
~ 1, 
rons (box ) Che) = 0 
7 
& en divifant cette équation par f- gx, 
Ona h Ernest) ceft-à-dire Anz 
Hkanx= fmm 


= fnm- 


kan: 


64 E LÉMENS 
Dk 


Pour éclaircir ce réfultat , foit propoféé 
la queftion fuivante : 

Premiere queflion. Trouver tous les nom- 
bres x, tels que fi du double de leur quarré 
on retranche 2, le refte foit un quarré. 

Puifque c’eft zxx— 2 qui doit être un 
quarré, il faut faire attention que cette for: 
mule s’expriine par les faéteurs fuivans, 
x + Si donc on en fuppofe la 
racine : 2e ona 2(x-}1) (x—1) 
__ mm(xx+41) 
Be e AEE. 
multipliant par 22, on aura 2nnx— znn 


2. X1. 


; divifant par x+ı & 


= mmx"mm, & de- x T2". 
annam 

Si Pon fait m—1 & n=1, on trouve 

? 
KES AOC AN eee O == 4"; 

Que fi m=} & n=32 , ora x=— 17; 
or comme x ne fe rencontre qu'élevé au 
{fecond degré, il eft indifférent qu’on prenne 
x= iy ou x= ; l’une & Vautre 
fuppofition donne également zxx—2=576 
de: 

F3 
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ï 7 
De 
Seconde gueflion. Soit propolée la fors 
i à 
mule 6+-1 3% | 6xx, pour être transfor 
Mée e 3 a 
Mee en un quarré, nous avohs ici 86, 
= F3 &'ec 
Qu'on voi 
q 
la foéintilasent Ant de 
f nule peut étré repréfentée 
an 
fatteurs; 


6, oùhianic neft un quarré, 


e done fi bb ac devient on 

latré, on trouve 25 3 ainfi on elt sûr que 

ar deux 
asifat ent f ( 

a cesifacteurs font (243%) (3#2%)s 


Queer) pi leur raciney on aura (243%) 


niaaa 

mme 2- x er 
Gara” a °) , ce qui fe change 
en Ban -rnnx = 2 


tire sasam jan 2m 


Da him S Gaa anne OT afiniqu'ic 


Lsvimx, d'où l'on 
1 ri ds PE 
€ numérateur devienne poñitif, il fautque 
nn fol 3 Aa n a p 
a foit plusigrand que zm; 8 pat: con! 
quent-zmm:plus petit que, zaz:piceltaàk 
di EE mE p s ; 
ire qu'il faut que!" foit plus petit que: 
Quant au, dénominareur , s'il doit devenir 
Pofitif, on voitque 3mm doit furpañer inny 


"par Conféquent Æ doit-êtré: plus grand 


üe -Si 
q Eza -Sirdone.on veut trouver pour x 
des nor 


dres-pofitifs;il faut prendté pour 
Tome 11, 
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m & n des nombres tels que % foit moin’ 

dre que? & cependant plus grand que. 
Soit, par exemple, m—6 & n=; , on 

aura}, ce qui eft moindre que À & 

évidemment plus grand que$; c’eft pour- 

quoi on trouve x=- $e 
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IV.) Ce troifieme cas donne lieu d’en 
confidérer encore un quatrieme , qui eft 
celui où la formule a+-bx-cxx fe décom- 
pofe en deux parties , telle que la premiere 
foit un quarré, & que la feconde foit le 
produit de:deux faéteurs ; c’eft-à-dire que 
dans ce cas la formule doit être repréfentée 
par une quantité de la forme pp+-gr, où 
les lettres p, g & z indiquent des quantités 
de la forme f-gx. Ilek clair que la regle 


pour cer cas fera de faire VppFgr=p 


+; car On aura pp+gr=pp+ ZP +70, | 


nn 


où les pp s'en vont, après quoi l’on peut 
PP À P 
divifer par q, de forte qu’on obtient r=” 
;; 
ein, : 
HT, où nnr=2mnp—-mmg, équation 
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Par laquelle x. fe détermine facilement, 
Voilà donc le quatrieme cas dans lequel 
notre formule peut fe transformer en un 
Quarré ; l'application en eft aifée , & nous 


allons l'éclaircir par quelques exemples, 


55. 

Troifieme queftion, On cherche des nom- 
res x, tels que leurs quarrés , pris-deux 
9, foient de 1 plus grands que d’autres 
arrés, ou bien que fi on'retranche l'unité 
d'un de ces doubles quarrés , il refte un 
Quarré ; ainfi que le cas a lieu pour le nom» 
bre 5 dont le quarré 25 , pris deux fois, 
donne le nombre şo, qui eft de 1 plus grand 
Que le quarré 49. 

Il faut, d’après cet énoncé, que 2xx-—1 
foit un quarré; & comme nous avons, 
füivant notre formulé > 41, bo & 
2 , on voit que nie nic n'eft un quarré, 

que de plus la quantité propofée ne 

Peut être décompofée en deux faéteurs, 

Püifque 4b—yac=8 neft pas non plus un 

Auarté; de forte qu'aucun des trois premiers 
E j 
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cas n’a lieu. Mais, fuivant le quatrieme; 
tette formule peut être repréfentée par 
apx 1) (ar) (x). Si 
donc onen fuppofé la racine a 4 24) À 
ams(x+1) 


n 


on‘aura xx +(X+1) (x—1) =r 


mm(x1) 5 f 
eae sn ; cette équation, après 
nn 


avoir effacé les xx & divifé les autres ter- 
més par x-i; donne nnx—nn= mns 
iee s Se puif” 

A 
quë dans notre formule 2xx—1 , le quarré 


mm, d'où l'on tire x= 


xx fe trouve feul, il eft indifférent qu'on 
trouvé pour x des valeurs pofitives ou né* 
gatives. On peut d’abord même écrire —m 
au lieu de +77 , afin d’avoir x =- mmis 
Si on fait ici m1 &1—1, on trouvé 
XE 2xx 11 ; queli on fait m= 
& n—2, On trouve x= R 2%x 17 
enfin, fi on fuppofoit m= & n——1, 
on trouveroitx=—5, Ou x=- 5, & 


2X% — I= 40% 
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Quairieme queflion, Trouver des nom- 
res dont les quarrés doublés & augmentés 
de 2 » foient pareillement des quarrés. Un 
tel nombre, par exemple, eft 7 , le double 
de fon quarré eft 98, & fi on y ajoute 2, 
On a le quarré 100. 

Il faut donc que zxx-}2 foit un quarré, 
& comme a—2, 0 & i= 
Que hianic, nibb—4ac ou —16, ne font 
des quarrés, il faudra recourir à la qua- 
tfieme regle. 


; de forte 


Suppofons la premiere partie —4, la 
feconde fera 2xx—2 — 2(x 1) (x 1), 
ce qui donne à la quantité propofée la 
forme 44 2x1) (x — 1.) 

Que 22e Zen foit la racine, nous 
aurons l'équation 44 2(x4-1)(x—1)=4 
2) Ron les 4 fere- 


nn 


tranchent, de façon qu'après avoir divifé 
les autres termes par wr, on a zany 
an= gmr- mmxmm, & par con 


Léguer itna, 
animnm 


E ij 
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Si on fait dans cette valeur m=ı & 
AL , On trouve x=—7 , & 2xx-1-2=—100. 
Mais i m=ọ & n=1, ona x=1 & rx% 


24. 


57: 


Il arrive fouvent auff que , lorfqu’au- 
cune des trois premieres regles n’a lieu, 
on ne peut trouver comment la formule 
peut fe décompofer en deux parties telles 
que la quatrieme regle les demande. 

Par exemple , sil eft queftion de la for- 
mule 7—15x—13xx, la décompofition 
dont nous parlons eft à la vériré poflible, 
mais la façon de la faire ne fe préfente pas 
d’abord à l’efprit ; elle exige qu'on fuppofe 
la premiere partie =(1—x)° ou 1—2x 
“xx, de façon que l’autre eft 617% 
12xx; & on reconnoit que cette partie 
a des faéteurs , parce que 17*—4.6.12 
étant 1, eft un quarré. En effet les deux 
fa6teurs font (243x) (34-4x) ; de forte 
que la formule devient (x) +(243x) 
(G3+4x), & qu'on peut maintenant la ré- 
foudre par la quatrieme regle, 
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Mais > ainfi que nous l'avons infinué, on 
ne doit pas prétendre que cette décompo- 
fitioni fe trouve fur le champ; c’eft-pour- 
Toi nous indiquerons encore une voie gé- 
nérale » Pour reconnoître préalablement fi 
la réfolution d'une telle formule eft pofl- 

le ou non; car il y en a une infinité qui 
Ne peuvent fe réfoudre du tout: telle eft, 
Par exemple, la formule 3xx—2, qui ne 
Peut en aucun cas devenir un quarré, D'un 
Autre côté il fuffit de connoïître un feul cas 
Où une formule eft poffible, pour en trou- 
Ver enfuite facilement toutes les folutions ; 


eft für quoi nous allons entrer dans quel- 
que détail, 


58. 


On remarquera , d’après ce que nous 
venons de dire, que tout l'avantage qu'on 
peut fe promettre dans ces occafions , c’eft 
de déterminer ou de deviner, pour ainfi 
dire, quelque cas dans lequel une formule 
telle que abx- cxx , fe transforme en 
Un quarré; & la voie qui fe préfente na- 

E iv 
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furellement poür celas eft de füppofér fuc- 
ceflivement pour Xe petits Hombres jis 
qu'à ce qu'on rencoritrélun cas qui döne 
unquarré, 

Or; comme + peut être úri nofibré rom: 
pus qd'ôn"commencé paf fubftituer eh pé- 
Herati une fraéhon telle qué ©} 8 fi la 

lu 


“qui en réfulte, eit un 


formule Ar Hs 
quarré ‘elle le fera pareillemeht apres avoir 
été multiplie par zu; de forte qu'il ne 
réftéra qu'à tâcher de trouver pour z: & 
pour # des valeurs en nombres entiers, 
telles que la formule quu-Hbru--ctt foit un 
quarré. Il eft évident qu'après cela la fup“ 
I 


polition de ee ne peut manquer de faire 
u i 


x för la x "ee ARS y 
trouver la formulen bx-t-cxx égale à 
un quarré. 

E-S o hi aG 
Si enfin, quoi qu'on fafie , on ne,parvient 
à aucun cas fatisfaifant,, On a tout lieu de 
foupçonnér quil eft.tout-à-fait impofhblé 
de transformer la formule en un quarré, 
ce qui, comme nous l'avons dit, arrive 
tres- fréquemment, 
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59. 


Préfentément nous ferons voir que , 
lorfqu’au contraire on a déterminé un cas 
fatisfaifant , il eft facilé de trouvér tous les 
autres Cas qui donnent paréillémenr un 
JUarTÉ ; on vèrrà en même temps que lé 
nombre de ces folutions eft toujours infi 
himent grandi 


. Confidérons d’abord la formule 247xx, 
FU a=, bo & c—7, elle devient 
Evidemment un quarré, fi l’on fuppofe x 
=i ; qu'on faffe donc X=1—y,10n aura 
*x— iF y by y, & notre formule devient 
SF 149 y /, où lë premier terme et 
Un Qiarré ; infi nous füppoferons, con- 


Hrmément à là feconde regle, [a racine 


Jarrée de la nouvelle formule =3 FT, 


& nous aurons l'équation 9 +1 4Y7yy 
ru my mmy y so 
So > + mi » OÙ NOUS pouvons effacer 
Side part & d'autre, & divifer par y ; cela 
fait, i 


: nous aurons, 4z- pinys 6mn 
=; Gmn— MA 
Samy ; donc y.= Seam. gr conféquem» 


n-m ? 
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ment Re Te , où lon peut 
ynn—=—mm 

adopter pour m & n telles valeurs qu'on 
veut, 

Si on fait m=1 &n=1, onax=—5; 
ou bien auf, puifque la feconde puiffance 
de x eft feule, X =) donc 2-7xx 


TL; 

9 

Si m=3 & n—1, on a x——1, où # 
=p 

Mais fi m=} & n=—1 , on a x=17; 
ce qui donne 2-4}7xx= 2025 , le quarré 
de 25. 

Suppofons aufi m—8 & n=;3 , nous 
aurons de même x=—17 ou x=- 17. 

Mais en faifant m—8 & n=—3, on 
trouve x—271; de forte que 2-H7xx 


= § 14089 =7 17". 
Go. 


Examinons à préfent. la formule $x# 
3x7, qui devient un quarré par la 
fuppoñition de x=—1. Si nous faifons paf 
cette raïfon x—y—1, notre formule {ë 
Change en celle-ci: 
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5yy—roy+5 
#3) 

PE 

SYY— 779; 


dont nous fuppoferons la racine quarrée 


= m 
=3— ="; moyennant cela nous aurons 


" 
l Ne 6my J. nimy 
SYY 7y +9=9— 7 +2, ou gany 
D7nn=—Gmn—mmy ; d'où nous tirons 
- 6 
Jr, & enfin x= 
yaa = mm Ter 
Soit m—2 & n—1, on a x——6, & 
Par conféquent $xx-+3x-7—1 6013". 
Mais fi m——2 & n—1, on trouve x 


18, & SXX 3x 7168141". 
GI. 


Confidérons maintenant cette autre for- 
Mule 7Xxæ-1$x13 , où nous ne pou- 
Vons que commencer par la fuppoñition de 
*=£; ayant fubftitué & multiplié par uw, 
Fous avons la formule 7z-}1 tu que, 
Qi doit être un quarré, Effayons donc de 
Prendre ‘quelques petits nombres pour les 
Valeurs de : & de v. 


2nn-6mn+-mm 
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Soit =1 & u=n, la formule deviendra = 3 
2, & = 71 


taty uz k 


i3 à 5 =I 


Ori 2z1étañt un quarré , c’eft figne que 
la valeur de x=} fatisfait ; fuppofons donc 
X=Y; , 8 nous aurons, €n fubflitaant 
dans la formule, 73) +429 +63 +15 
4513, ou 779 F577} 121; Soit lā 
racine ==1 1-7, nous aurons 7YYÀ-57Y 
FIL 21-28 2 où yany+şyýnn 


—22mn -mmy ; donc Y 


Jan 
Soit, par exemple; m=z & n= , on 

trouve —2, & la formule devient 7: 

5 PAT ET NAN 

Fipa (Ly) 
Soitm==r@n—1 ; on trouve x— Z; 

Hm= 8h = 5 ona re , &'l 


formule xx + 1 xt SRE 
G2. 


ré 
Mais fouvent on perd fa peine à cher- 
cher un cas où la formule propofée puine 
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devenir un quatré. Nous avons déjà dit 
QUE 3xx-2 eft une de ces formules intrai- 
tables, &:on verra , en lui donnant d’après 
la regle la forme 3t-aun, qu’en effet, 
Quelques valeurs que l'on donne à #& à x, 
Cette quantité ne devient jamais: un nom- 
bre Quarré. Etcomme les formules de cette 
€fpece font en trés-grand nombre, il vau- 
dra la peine d'indiquer quelques caraéteres 
auxquels on: puille reconnoîtte leur impof 
fibilité, afin qu'on. foit fouyent difpenfé 
Par-là d’un tâtonnement inutile: cet à quoi 
Rous deftinons le Chapitre fuivant. 


a ememeeenmeeepmmmn 


CH ASPACTER EE" V. 


Dés cas où ‘La Jormule a4 bx+ cxx ne 


peut jamais devenir un quarré. 


63. 


O ME notre formule générale eft de 


trois termes, nous obferverons d’abord 


Qu'elle peut toujours être transformée en 
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une autre, dans laquelle le terme moyen 
manque. Cela fe fait en fuppofant ke 
cette fubftitution change notre formule en 
celle-ci, a+ 8 pare, ou setor; 
& puifqwelle doit être un quarré, qu’on 
la fafie —$, on aura qac—bb ẹ-yy—ezz» 
& par conféquent yy=—c7;4bb—yac. Lors 
donc que notre formule fera un quarré, 
cette derniere c77-86— 4ac le fera pareil: 
lement ; & réciproquement, fi celle ci eft 
un quarré , la propofée le fera de même. 
Par conféquent, fi on écrit z à la place de 
Bb— qac, tout reviendra à déterminer fi 
une quantité de la forme c774-1 peut de- 
venir un quarté où non. Et comme cette 
formule ne confifte qu’en deux termes , il 
eft certainement beaucoup plus facile par-là, 
de juger fi elle eft pofible ou fi elle ne 
left pas; c’eft au refte la nature des nom- 
bres donnés e & z, qui doit nous guider 
dans cette recherche, 
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Il eft clair que fi io, la formule ezz 
ne peut devenir un quarré que dans le cas 
où € eft un quarré; car le quotient de la 
divifion d'un quarré par un autre quarré 
Stant pareillement un quarré, la quantité 


SX ne peut être un quarré, à moins que sb 


Ceft-à-dire c, n’en foit un. Ainfi quand c 
weft pas un quarré , la formule czz ne peut 
€n aucune maniere devenir un quarré ; & 
U contraire , fi c eft par foi-même un 
arré, czz fera de même un quarré, quel- 
Re nombre que l'on adopte pour z. 


65. 


: Si nous voulons porter un jugement fur 

Autres cas, il nous faudra recourir à ce 
que nous avons dit plus haut au fujet des 
différentes efpeces de nombres confidérés 
Telativemenr à leur divifion par d’autres 
nombres, 

Nous avons vu, par exemple, que le 
divifeur 3 donne lieu à trois efpeces dif- 
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férentes de nombres: la premiere comprend 
les nombres qui font divifibles par 3, & 
qu'on peut exprimer par la formule 34. 

La feconde efpece comprend les: noms 
bres qui, divifés par 3, laiflent x de retes 
& qui font contenus dans la formule 372 

À la troifieme efpece appartiennent les 
nombres , où le réfidu de la divifion paf 
3 et 2, & qui fe repréfentent par l'ex- 
preflion générale 3-2. 

Or, puifque tous les nombres font con- 
tenus dans ces trois formules, confidérons- 
en les quarrés. D'abord. s'il sa 


nombre qui foit compris dans la formule 
3/1, nous voyons que le quarré de cette 


quantité étant on , il eft divifible non-teu- 
lement par 3,. mais aufi par.9. 

Que fi le nombre donné eft compris dans 
la:formule 3241, on.a.le quarré on# 
Fónta qui, divifé par 3, donne znan 
+22 avec le réfidu, 1, & qui. par confe? 
quent appartient de même à la fecond? 
elpece 321. 

Enfin, fi le, nombre en queftion ft 

compris 
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SOmipris dans ila; formule 3r<aiuon: à à 
Coffidérer le quarré-gnndsr 224 ; fion 
le divife Par:3;, on: trouve zand- gnir 
L dé refte; deforte que ce quarré ap- 
Partient, ainifi quele précédent , à lefpece 
Bath 
Ileféläir Par-là que lés nombres quatrés 
SA généralinefont quede deux efpeces 
Teluivément au divifeur 3; Car, ou ils font 
divifibles Par 33 &:dansce cas ils font né 
Cflairemient auf divifiblesar 93 ou bien 
ds ne ont point divifibles-par +, & dans 
cas/ilÿ aura toujours -rderéfdu& ja- 
Mais 2, Parcette raifon aucun nombre con: 
ee formule 3713; ne peut être 


66. 


Il nous eft facile > aujmoyen de ce que 
Tous venons-de dire » de faire voir que la 
formulë 3xx-} azne Peut jamais devenir un 
Quarré , quelque nombre entier Où frac- 
Uonnaire qu'on veuille fubftituer À x. Car 
tx eft un nombre entier, & qu'on divife 


Tome 12 F 


82 ESLSÉSMOELN-S 

la formule 3x2 par 4 ,ilrefte 2; done 
ellerne pent ‘étre quarré, Enie noz 
eft une fraéhion’;inousd'eyprimeronsbpat 
za 8nous fuppoferonsiqu'elleteft dlja rés 
duite à fes moindres tefmes | &rque:r& 7 
n’ont d'autre commun divifeur que r. Afin 
donc.que #2 fütun quarré ,il!faudroit, 
en-multipliant par we „rque geittu fùt 
deimême un quarré:; or c'eft'ce quine fe 
Peut: car remarquons que le nombre a 
ef divifble päe 3; ou qu'il ne left pas) 
s'ikLeft,;1 ne le feraipas, parce que z & 4 
n'ént:pas de:commun divifeur:x eeft pour- 
quoi ; fon fait v=3f, comme la formulé 
devient =3r-}i 8/f , on voit bien qu'of 
ne peut la divifer par 3, qu’une fois & pas 
davantage, comme-il. faudroit pouvoir le 
faire fi elle étoit un quarré ; en effet, en 
divifant: d’abord-par 3, on a w+-6ff} Or 
fi d'un côté 6/f eft divifible ‘par:3 ; de 
l'autre ze étant divifé par 3, laiflerr de 
refte. Suppofons à préfent que u ne foit pas 
divifible par 3,- & voyons ce qui refte 
Puifque le premier terme eft divifible par # 
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il s'agira uniquement-de favoir quel réfidu 
donne Je fecond'terme zuu: Or 1 oéraht 
divifé Par 3, donne lerefter ;.c’eftiidire 
que eft! un nombrerde Fefpece*3n 
ainfi zuu eft un nombre de l'efpece A 
& en le divifane par 3 il laïfle 3 détréfte ; 
Par Conféquent notre formule 3tt—ouu, 
fi on la divife par 3, donne le réfidu 2 
& nèit certainement pasun nombre quarré 
67, 

On peut démontrer de la>même nds 
tiere, que pareillement la formule JiiF suu 
ne peutjamais être un quarré, ni même 
aucune des-formules füivantes ! 318, 
3j ruu 32 ruun, où les nombrés 
5: 8,11) 24 &c. divifés Par 34 donnent 
2 Pour réfidu. Car fi l’on fuppofe que w 
Lit diy ifible par 3, & que par conféquent 
t ne le foir pas, & qu'on fafle u=3f, on 
Patviendra toujours À: des formules divi 


fibles Par 3, mais non pas divifibles pat g. 


3 
SE ff wet pas divifible par +, & par con- 
féque 


nt que wa foitun nombre de l'efpece 
D 
£ if 
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3a-fri, on auroit le premier terme, 34; 
divifble par 3, tandis que les feconds, 5 uu, 
Buu yet ruu &c. auroientles formes 15745, 
24h28, gyn rric & laifleroient 
conftamment 2 de refte, quand on les di- 

PART RES 

viferoit par 3. 


68. 


I éftévident:que cette remarque s'étend 
même jufquà la formule générale 3z 
-H (3n+2).uu, laquelle en effet ne peut 
jamais devenir un quarré, & pas même en 
prenant pour z des:nombres négatifs. Si 
onvouloit, par exemple, faire n=—1, 
je.dis qu'il eft impofñble que. là formule 
get-—uu puifle devenir.un quarré; la chofe 
eftclaire , fi weft divifible par 3 ; & fi cela 
neft pas , comme dans ce cas uu eft un 
nombre de l’efpece 3741, notre formule 
devient 3#r—gn—1, ce qui, étant divifé 
par 3, donneje réfidu —1 ou 2, en 
augmentant de 3. En général que» foit 
=—m , on aura la formule 34—(3m—2)uts 
qui ne peut jamais devenir un quarté, 
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69. 


Voilà jufqu'où nous conduit laconfidé. 
Tation du divifeur 3; fi nous regardons 
Maintenant aufi 4 comme un divifeur 


kd 
nous voyons qu'un nombre quelconque eft 


toujours compris dans une des quatre: for- 
mules fuivantes : 
Lun, IL.) 401 , TIL)4n42 , IV. )4ne3. 

Le quarré de la premiere efpece de ces 
nombres eft 16nn , &il eft par conféquent 
divifible par 16. 

Celui de la feconde efpece 471 eft 
16nn-LS$n+-1 ; ainfi en le divifant par 8, 
il donne 1 de refte; de forte qu'il appar- 
tient à la formule 871. 

Le quarré de latroifiemeefpece, 4n4-2, 
eft L6nn4-16n4-4; fi on divife par 16, 
il refte 4; donc ce quarré eft compris dans 
la formule 1624. Enfin le quarré de la 
quatrieme efpece 43 , étant 1677-247 
“9 , on voit qu’en divifant par 8 il refte 1, 


F ïj 
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Nous apprenons pat:l4, en premier lieu, 
que tous les nombres quarrés pairs font 
ou de la forme 167, ou de celle-ci 167 
#43 & conféquemment que toutes les au- 
tres formules paires, favoir 16n+-2 ; 167 
+6, 16n--8 , 16nd-10, 16n-k-12, 167 
H14, ne peuvent jamais devenir dés nom- 
bres quarrés. 

Enfüite, que tous les quarrés impairs font 
contenus dans la feule formule 87-15 
c'eft-à-dire que fi on les divife par 8, ils 
laiffent 1 de réfidu, Er il fuit de-là que tous 
les autres nombres impairs, qui auront la 
forme ou de 8»+-3, où de 8n—-$, ou 
de 874-7, ne pourront jamais être des 
quarrés. 


pi 


Ces principes fourniflent une nouvelle 
preuve que la formule 34-baur ne peut 
être un quarré. Car, ou les deux nombres 
t & u font impairs, ou l’un eft pair & l’autre 
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efbümpair, Ils: ne peuvent être pairs lun 
& laure, parce. queïfi.celaséroir, ilsrau- 
TOient au moins le commun divifeur 2. Dans 


le premier cas donc., où tant # que uu 


font compris dans la formule 82-41, le 
Prémieritenme 34 étant divifé par 8:, laif- 
feroit le: réfidu gré l'autre termeyszut, 
laifferoit 2:;-ainfi le réfidu total ferait 55 
ainf Ja formule en quéftion ne peut être 
Un quarré. Mais.fi.le {écond cas a lieu, 
& quee foit päise impair ; le premier 
terme 3z fera divifible par, &le fecond 
terme 2uu fi onde-divife par 4, laiffera 
2 de refte; ainfi les-deuxrermesenfemble, 
divifés par 4, laiflent.2 de refte,:&tlne 
Peuvent par conféquent former un quarré. 
Enfin > fi on vouloit fuppofer x un nombre 
Pair —2/,. & impair, -de forte:que + 
8x1, notre formule fe:changeroit en 
celle-ci, 24n-+3-1-8/7; qui, divifée par 8 
laiffe 3, & ne peut donc étre-un quarré. 
Cette démonitration.s’étend :auflil Ja 
formule 31t(8n+-2)uu ; pareillement.à 
celle-ci, (8e--3)#-haux, & même aufli 
F iv 
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à celleci, (8m—3)r4(8n- plus orei 
peut fubftituer à 8er tousles notbrés 
entiers tant pofitifs que népatifs, 


PA 

Mais allons plus loin & confidérons le 
divifeuris , à l'égard duquel: tóus les nom: 
bres fe rangent ien cinq clafles: 

Lgr, Mgnt, Hinz IV.)$n53, 
V) yna: 
Nous remarquerons d’abord queifi un 
. nombre eft deila ‘premiére efpece, fon 
quarré aura la forme 2 gnn & fera par con- 
féquent divifiblenon-feulement pars, mais 
aufi par 25. 

Tout nombre de la fecondeclaffe aura 
un quarré de la forme 2572-1071 ; 
& comme la divifion par $ donne le ré- 
fidu «; ce quarré fera compris dans la for- 
mule 5nr. 

Les nombres de-la: troifieme efpece au- 
ront lequarré 2527-1074, qui, divifé 
pars, donne 4 de refte. 

Le quarré d’un nombre de la quatrieme 
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efpece eft 2$an3on0 ; fi on le divife 
Par 54 il refte y, 

Enfin le quarré d'un nombre de la cin- 

uieme clafle ef 25rn44ont16 ; qu'on 
divife ce quarré par ș , ilreftera 1. 
à Lors donc qu'un nombre quarré ne peut 
“tre divifé par $, le réfidu de la divifion 
fera toujours rou 4, & jamais > ou 35 & 
s'enfuit qu'aucun quarré ne peut être con- 
tenu dans les formules gn- & sn. 


73- 

f Nous partirons de-là pour prouvef que 
ai la formule 5# F zuu, ni celle-ci, jä 
Fuu > ne peuvent être des quarrés. Car, 
Où bien u eft divifible par s ; où il ne l’eft 
Pas; dans le premier cas ces formules fe- 
tont divifibles par $ , mais elles ne le feront 
Pas par 25; donc elles ne pourront être 

€s quarrés, Si, au contraire , u neft pas 
divifible par 5, vu fera ou sn+-1, ou çn 
E4 ; & dans le premier de ces cas la pre- 


miere formule fe change en celle-ci, şit 


ions, qui, divifée par $ , laiffe 2 de 
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refte, & la feconde formule -devient jet 
isa, ce qui étant-divifé pars 
donne 3:de refle , de forte que ni l’une ni 
l’autre ne peuvent être un.quarré ; quant 
au cas de uu=$n—4,. la premiere; for: 
mule devient ÿur10on-E8,,.ce qui, divifé 
par ș ;laifle 3 ; & l'autre devient:su+15" 
“12, ce qui, divifé par 5.,-laifle:2;, ainf 
dans ce-cas les deux formules ne peuvent 
pas non plus être des:quarrés. 

On obfervera par un raifonnement fem- 
blable que ni la formule 3:4-($n<-2)uu, 
ni cette autre, $—-(5n3)uu, ne peu- 
vent devenir des quarrés:, : puifqu’on parz 
vient aux mêmes réfidus que nous venons 
de trouver. On pourroit même écrire dans 
le premier terme smcaulieudes #, pourvu 
que m ne foit pas divifble par ÿ, 


74. 


De ce que tous les quarrés pairs font 
compris dans la formule 47, & tous les 
quarrés impairs dans la formule rx, & 
que par conféquent ni gra, ni 4-3 
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HePeuvent devenir des quarrés, ils’enfuit 
tue | y FE 
Que la. formule générale (4m3 )ze-- (47 
3 ut ne peut jamais étre un quarré. Car 
füppofons que # foit pair, # pourra être 
divifé par 4, & l’autre terme étant divifé 
Par 4, donnera 3 de refte; & fi nous füp- 
Pofons les deux nombres z & 7 impairs, 


les teftes de z? & de vu feront à ; & par 


Cnféquent le réfidu de la formule entiere 
fera > ; oril n'eft aucun nombre quarré qui, 
divifé par 4, laifle 2 de refte. 

ous remarquerons aufi que tant m que 
? Peuvent même être pris négativement, 
U =o, & qu'il s'enfuit que les formules 
3t- zuu & 31 — uu ne peuventpas non 
Plus fe transformer en des quatrés. 


75: 
De mêm? que nous avons trouvé pour 
Un petitn bre de'divifeurs ; que quelques 
Elpeces de nombres ne peuvent jamais de- 


Venir des quarrés ,- on pourroit déterminer 


W : a 
Se pareilles efpeces de nombres pour tous 
es autres. divifeurs, 
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Qu'il s'agifle du divifeur 7, on aura & 
diftinguer fept différentes efpeces de nom- 
bres, dont nous examinerons aufli les 
quarrés. 
Efpeces des 
Nombres, 


Leurs Quarrés font de 
lefpece , 
Lans a v 


49nn gn 

49nn} iant- 1 
4gnn-18n— 4 
4gnn—-41n 9 
4onn56n+16 
VI. ns | 40977-70725 
VIL 7746 | 4027-84-36 
Puis donc que les quarrés qui ne font 
pas divifibles par 7, font tous contenus 
dans les trois formules 7741, 7-2, 7” 
+4, il eft clair que les trois autres for- 
mules, 723, 77-5 & 76, ne sac: 
cordent pas avec la nature des nombres 


. 77 
IV. 723 
V. 7n44 


quarrés. 


76. 


Pour entrer encore mieux dans le fens 
de cette conclufon , on remarquera quê 
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l derniere efpece, 7n-6 , peut auf sex- 
primer par 7n—1 ;. que pareillement, la 
formule 7n-seft la même que 72—2, 
& 72-4 ; la même que TARET Caty 
cela pofé, il eft évident que les quarrés des 
deux efpeces,.7n+1 & 7n =1;-fi oniles 
divife par 7 ; donneront le même réfidu A 
č que les quarrés des deux efpeces, 7742 
&;7n-—2 doivent fe refflembler de: la 
Même maniere, 


77: 


En général donc ;; quel que foit le di- 
Yifeur, que nous indiquerons-par.la lettre 
d, les différentes efpeces de.nombres, qui 
Eni réfultent, font 

dn; 

dn-1 ,;dn0t-2, dn43 &c. 

dn—1, dn— 2, dn— 3 &c. 
Où les quarrés de der & dn—1 ontcela 
€. commun, qu'étant divifés par id, ils 
laiffent le refte 1, de forte qu'ils appar- 
tiennentà la même formule dnr; de 
Même les quarrés des deux efpeces dn—2 


64 EL “É “MOE N S 

& da ay appartiennent à la même for- 
mule yay: De fiçori qu'on peut conclure 
eñ général ique les quarrés des deux ef 
peces pgn Ha &'an étant divilés pár 
W donnée ur même teldu au "où! éelui 
aui teftes en divifant ad par d. 


Ces rémargues (Ment pour indiquer une 
infinité de formules, telles qeit buz; qui 
ne peuvent en aucupe-maniere devenir des 
quarrés. C'eft aint que le divifeur 7 donne 
facilement A Pcoffoitre!qW'afcune de ces 
trois formules Prpa iuris uigu E 6u, 
ne peut devenir tm quarféÿ parce quela 
divifion de u par 7 ne donne pour réfi 
que 1, 0u 2 oü 4; & que dans la pres 
de ces fóôrmüles ilrefle'où 3, où 6 ou.5, 
dans l& fecoirde ; 5,537 86, 8i dans la 
troifieme!, 63 où $ ous 7 ce quine peut 
avoir lieu dans des quartes Lors done guot 
rencontre dè pareilles formulés:, ëneft sûr 
qu'on feróit des efforts imurilesen cherchant 
à deviner quelque casobellesdéviendroient 
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des quarrés , & celt pourquoi les confidé- 
rations dans lefquéllés nous vénoris d'entrer, 
ne laiflent pas d’être importantes. 

3 Si; au contraire, uné formule propofée 
neft pas de cettè hature, nous avons vu 
dans le Chapitre précédent qu'il fufit de 
trouver. un feul cas où elle devient un 
uairé,, «pour être en étatide déduire’ de 
Cercasi une infinité -d’añtres! cas) pareils: 

Laformule propofée étoit proprement 
xxi 8 commelonttrouve ordinaitez 
ment pour æidesifraétions, nous'aviôns fup: 
Polé =i enforte qu'il s'agifoi de tranf 
fotmer en un quarré la formule ar buu. 

Mais il ne taife pas d'y avoir fouvent 
Une infinité ‘de Cas où x peùt même tré 
Uligné 'en:nombrës entiers , & Cede la 


PONER à 
léterminatioñ dé” ces càs que nous nous 
Secupérons datis le Chapitre füivant, 


eA N 


ELÉMENSs 
mit mere one iana =} 


CHA PAT RE VI. 


Des Cas en nombres entiers., où la formule 


axx-b devient un quarré, 


79: 


No US. avons. déjà fait voir plusthaut 
commenton doititransformenr des: formu- 
les telles que a br cxx fi on veutien 
retrancher le: fecond:-terme z^ ainfi! nous 
n’étendrons-qu'à la formüle axx=}-brles res 
cherchesipréfentes , où il s'agira de trouver 
pour x uniquement des nombres entiers} 
qui puiffent transformer'cette: formule: en 
un quarré. Or il faut; ayant toutes chofes, 
qu’une telle formule foitpoflible ; car felle 
ne left pas, onne trouvera pas même pouf 
x des veleurs fraétionnaires , bien-loin de 
pouvoir trouver des nombres entiers. 


80. 


Qu'on fuppofe donc axx+b=yy, où 
a & b font des nombres entiers , & où x 
& 
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& y 


FE Yi doivent être de même des nombres 
entiers, 


Or il eft abfolument néceffaire ici qu'on 
fache, ou qu'on ait déjà trouvé un cas en 
nombres entiers ,: fans quoi ce feroit une 
Peine perdue de chercher d’autres cas fem. 
blables puifqu'il fe pourroit que la fors 
Mule. fûç impofhble, 

Ainf,nous fuppoferons que cette for- 
Müle devienne un quarré , fi l’on fait = 
& nous indiquerons: ce quarré par gp, en 
forte, que ftb=gp, où f & g (ont des 
nombres connus, Tout fe réduit donc à 


déduire de ce Cas d'autres. cas femblables ; 
certe recherche elt d'autant plus impor- 


ante, qu'elle eft fujette à -des difficultés 
Confidérables que nous viendrons cependant 
à bout de furmonter par les artifices qu’on 
Verra, 


8T, 
Puifqu'on a déjatrouvé aff+b= 


m d'ailleursil faut aufi que axx-t 
uflrayons la premiere équation de 
Tome TT, G 
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conde, & nous en aurons une nouvelle, 
axx —aff=yy—gg, qui peut fe repré- 
fenter par des faéteurs de la maniere fui- 
Vante, alet f) (x—f)=(y+#2) (y—2); 
Sc qui en multipliant de plus les deúx mëm- 
Dres par pg, devient apg(x=Ff)(x—f) 
gy Fe) (y — 2). Si nous décompo- 
fons maintenant cette équation", en faifant 
APETI ETIP) GET) 
=p (y= g), nous pourrons tirer de ces 
déux équations des Valeurs des deux lettres 
x & y. La premiere, divifée par 7; donne 
VÉL= =; la feconde, divifée par ps 


donne y—p—" 


Eee Cri Ces Ÿ , où apog =P g)" 


à a > apg (app-+99)f 
(app 6 donc.x—"##1. —; (pra 
Î (a #99) fs app api ? 


& par-là on obtient y=g+ re. 
T. 


#11, Ercomme dans cette der 
niere valeur les deux premiers termes 
contenant tous deux la lettre Bi peuvent 
être mis fous la forme pen, S qùe les 
deux autres termes) contenant lu‘lettre//? 
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Peuvent s’expri ar 24/P4 
- Que exprimer par Se , tous les 
ermes feront réduits À la même dénomi- 


nation ; & on aura y= reti) -asfpi 
: cpp--1ÿ 
d 
82. 


Ce procédé femble d’abord ne point con- 


Pa ier 
Venir à notre but, pu que devant trouver 
Pour x & pour y des nombres entiers, mous 
{ommes parvenus à des“réfultats fra@ion 
haïres g7 R 5 
ures, & qu'il s’agiroit de traiter cette 
s A 
nouvelle queftion, quels nombres on peut 
fubfti à p& à l fracti 
TAT à p & àg pour que les fractions 
ifbatoiffe i i s Ka 
S queftion qui paroît plus dif- 
icile core t o efki 
s € encore que notre queftion principale. 
teulier , qui nous fera parvenir facilement 
u but; nous allons l'expliquer: 


15 on peut employerici un artifice par- 


Comme tout doit être expriméien nom- 


res entiers ;* faifons a Em, & 


=z, pour avoir xng —mnf, & yiia 
Snaf. 4 

Or nous ne pouvons pas prendre ici m & 
Volonté, puifque ces lettres doivent fe 
terminer de façon à répondre aux déter= 


G j 
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minations précédentes ; ainfi nous confidé- 
rerons pour cet effet leurs quatrés, & nos 
aap + zappt 
verrons que mm S 
RA, vs & que par 
aap’ —zappgq -tg 
conféquent mm—ann 
aapt- zapp] Eg —43ppIq 
Ge aap'—2appq9 +9 
TN Dé ue 
NT /ITE NX 
83. 
On voit par-là que les deux nombres 
az &n doivent être tels que »#m—ann-1« 
Ainfi, comme aeft un nombre connu, il 


faudra commencer par fonger aux moyens 
de déterminer-pour z un nombre entier, 


& nn: 


tel que anr—-1 devienne un quarré ; caf 
après cela m» fera la racine de ce quarté 
& quand on aura déterminé pareillement 
le nombre f, de maniere que aff +6 de 
vienne un quarré , favoir go, on aura pouf 
x & pour y les valeurs fuivantesen nombres 
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entiers, x=ng—mnf & y 
enfin par-là axxb= iyi 


mo—naf, & 


84. 

Il eft évident qu'ayant une fois trouvé 
m & n, on peut écrire à leur place —m 
€ —n , parce que lè quarré nn ne laifle 
Pas de refter le même. 

Mais nous avons fait entendre que pour 
trouver x & y en nombres entiers , de ma- 
niere que axx-b=yy , il falloir d’abord 
Connoïtre un cas, tel que aff i=gg; 
lors donc qu'on aura trouvé un femblable 
Cas, il faudra tâcher encore de connoître S 
Outre le nombre a!, des valeurs de m & 
de z , telles que a nn—1=mm, & nous 
en donnerons la méthode dans la fuite. 
Quand enfin tout cela fera fait, on aura 
Un nouveau cas, favoir xp 
mg-naf, 8 après cela axy t 


Mettant enfuite ce nouveau cas à la 


Place du précédent, qu’on avoit regardé 
1 B 


Comme connu; c’eft-à-dire, écrivant ng 
“fau lieu de f, & mg-}nafau lieu deg, 
G iij 
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on aura pour x & y de nouvelles valeurs ; 
par lefquelles, fi on les fubftitue à. x & à 
Y, On en trouve enfuite d’autres nouvelles, 
& ainfi de fuite aufli loin qu'on voudra ; 
de forte qu'au moyen d’un feul cas qu’on 
connoïfloit d’abord, on en détermine après 
cela une infinité d’aftres, 
85. 

La maniere dont nous fommes parvenus 
à cette folution étoit affez embarraffée , & 
paroïfloit d’abord nous éloigner de notre 
but, puifqu’elle nous avoit conduits à des 
fraétions compliquées qu'un hafard favo- 
table a feul pu réduire ; il fera donc à pro- 
pos d'indiquer une voie plus courte, qui 
conduit à la même folution. 


8 


Puifqu'il faut que axx-=yy, 8. que 

Į Y- j! 
lon a déjà trouvé aff4-b—pgp, la premiere 
équation nous donne b=yy—axx, & la 
feconde donne =g g—aff; par confé- 
88 affs 


quent il faut aufi que y 
& tout fe réduit maintenant à déterminer 
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les inconnues x & y par le moyen des quan- 
tités connues f& & ge On voit que pour cet 
effet on pourroit faire fimplement x= f 
& y=g; mais on voit aufi que cette fup- 
Pofition ne fourniroit pas un nouveau cas 
Outre celui qu’on connoifloit d'avance, 


Ainfi nous fuppoferons, qu'on ait. déjà 
trouvé pour z un nombre tel que ann 


foit un quarré, ou bien que ann-}1= 

cela pofé ; nous avons mm—ann—1; & 
en multipliant par cette équation la der: 
niere que nous avions ci-deffus ; nous trou- 
Vons auf que yy—axx—(20—aff) 
(nm—ann) —gemm—affmm—agnn 
“aaffnn. Suppofons à préfent y=gm 
afn, nous aurons gemm2afomn 
aaffnn—axx= gemm A (from s Bgn 
aaffnn où les termes gomm & aaffnn fe 
détruifent; de forte qu'il refte.axx=affmm 
agonn1afà ymn, OÙ xx=ffmm- +ggnn 
Fafemn; or cette formule eft évidem- 
& donne x=fn Fens 


ainfi noûs avons trouvé pour x & y les 


Ment un quarré, 


mêmes formules que ci-deflus. 


G iv 


Il fera néceffaire maintenañit de rendre 
cette folution plus claire, en lappliquant 
à quelques exemples. 

Premiere queftion. Trouver pour x tou- 
tes les valeurs en nombres entiers , telles 
que 2xx—1 devienne un quarré , ou qu'on 
ait 2x» — 1—=YyY. 

Nous avons icia=2 & 
fe préfente aufli-tôt un cas fatisfaifant ; qui 
eft celui où +1 & y=1. Ce cas connu 
nous donne A1 & 91 ; ot il s’agit de 
plus de déterminer une valeur de z , telle 
que 271—1 devienne un quarré mm ; & 
on voit d’abord auffi que ce cas a lieu quand 
n=2 , & par conféquent m=} ; ainft 
chaque cas connu pour f& g nous donnant 
ces nouveaux cas x= zf ag 8 y—3g 
“4/5 nous tirons de la premiere folution, 
J=! & g=1 ; les nouvelles folutions fui- 
vantes : 


ol s|29| 169 


I =g=1 


71411239 &ec, 
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88. 


Seconde gueffion. Trouver tous les nom- 
bres triangulaires, qui font en même temps 
des quarrés, 

Soit z la racine třiangulaire , ce fera le 
angle qui devra être en même temps 
ln quarré ; & fi nous nommons x la ra- 
“ne de ce quarré, il faudra que M = ys. 

Sp N 

Quphons par 8, nous aurons 477-47 
Brr; & ajoutons encore 1 de chaque 
Côté avoir 477 = (27 LT) 
= > pour avoir 477-4725 -r) 
SS8xx—r. Ainf la queftion eft de faire 
A forte que 8xx1 devienne un quatré ; 
Gr fi l'on trouve 8xx-}ı=yy, on aura 
= 27, & conféquemment la racine 
ttiangulaire cherchée , z= 

Or nous avons a—8 & b—ı & un 
ĉas fatisfaifant faute aux yeux, favoir f=ọ 

8—1. On voit de plus que 8nn—r 
Le = 
“mm, en faïfant 21 & m=; ; donc 
xa i PA i 

DES & y=3g+8f; & puifque 


=? : : 
=, nous aurons les folutions füivantes : 
Ces 
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1| 6|35|204|1189 


| 
| 3 17 l90 | 5773363 
| 1 | 8 | 49 288 | 168 1 &c 


Troifieme queflion. Trouver tous les nom- 
bres pentagones , qui font en même temps 
des quarrés. 

Que la racine foit z , le pentagone fera 

XX, que nous égalerons au quarré xx j 
ainfi 377—g=2xx ; multipliant par 12,6 
ajoutant l'unité, nous avons 3677—1 24-f:1 
= 244x i=(67—1)" 3 & faifant 24x# 
Hi =yy s il faudra que y=67— 1, & 

JA 


6 * 


Puifqu'ici a=214 & b—1, on connoff 
le cas fo & g—1 ; & comme il faut 
que 24nnt1=mm, on fera n1 , C? 
qui donne m=; ; ainfi on aura x=5 ff 
& y—=5sg+24f; & non-feulement 4 
=, mais aufi =", parce que lof 
peut écrire y=1—67; de-là réfultent enfi 
les folutions fuivantes : 


, 
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2401 


4301 
81 


s [7800 &c. 


Quatrieme queflion, Trouver tous les 
+ Ne ee entiers, qui, pris fept 
& augmentés de 2, redeviennent des 
Marrés, 
à On demande par conféquent que 7xx 
n où er & =; & le cas 
, nu tombe aufli-tôt fous les fens, c'eft- 
Ts @ 
on ER on confidere enfuite l'équa- 
de are" on trouve facilement 
que n=} & m—8; donc X—=8f 
+ 88 21f, & on aura les 
qui fuivent : 
171271 
45 | 717 &c. 


dd: 
dire x=1 ; de forte que x 
TS 


Cinquieme queflion., Trouver tous les 
nombres triangulaires, qui.font en même 
temps pentagones, 

Que la racine du triangle foit =p & 
celle du pentagone =q , il faudra que 
A, où 3gqg—g=pp+ps qu'on chers 


pp+p 


che g, on aura d'abord gg=} 9+4 
pge 
is ve + 5 > OU 


L Par conféquent il s’agit 


de faire en forte que 11pp—r2p—+-1 de 
vienne un quarré, & même en nombres 
entiers. Or comme il y a ici un terme 
moyen 12p, on commencera par faire f 
—*, au moyen de quoi on aura 12p/ 
— 6x3 & 12p—6x—6, pa 
conféquent 12pp+12p+1=3%x—2; e 


= 3XX 


cette derniere quantité préfentement quil 
eft queftion de transformer en un quarré. 
Si donc on fait 3#%—2=yy, on aur 
jet 
; 


1 formule 3xx—2 


& q="; ainfi tout dépend de 
aE A 
=yy, & on aici «7 
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& b—— 2; de plus un cas connu x=f 
=1 & y=g= i ; enfin dans l'équation 
nmm=gÿantÀx , on a ni & m2; donc 
On trouve tant pour x & y que pour p & q 
les valeurs fuivantes: 


D'abord x=2/fH-2, & y —2gt3f, 


enfuife : 


gas 


Jufqu'à préfent, quand la formule pro- 
Pofée contenoit un fecond terme , nous 
étions obligés de le retrancher ; mais on 
de Jaifle pas de pouvoir appliquer la mé 
thode que nous venons de donner, fans 


€ 


ire difparoître ce fecond terme ; nous al- 


lons encore en expliquer la maniere. 


Soit axx-bx#}-c la formule propofée 
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qui doit être un quarré , ou —=Y} » & qu'on 

connoiffe déjà le cas aff bf+c—e; - 
Si on fouftrait cette équation de la pre” 
miere, on aura a(xx-=ff né Q A 
y—pp , ce qu'on peut exprimer par des 
Be de cette façon: (x—f) Cax+afb) 
=(y —g) (y+ 2). Qu'on multiplie de 
part & d'autre par pg, on aura pg (x a 
C a A aR » 8 
on décompofera cette équation en ces deus, 
Dp —N=10—) gerf 
=p(y-+g)- Multipliant maintenant 1 
premiere par p & la feconde par 9» e 
fouftrayant le premier produit du fecond, 
on obtient (97 PPAT CITED Ta 
a g+prll 

= 2gpq, Ce qui donne x= 


CR 
sq — PP: 3 à ) 3 
Mais la premiere équation eft g(; 


S pa 12 
=p(x—f)=? G 
i = STRESS 
ainfi y—g re 
% ETEA D 
par conféquent y= g (SR) zi 
3 bog 
LI Lu < J ai aa 
Il s'agit ici de chafler les fractio 
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faifons Pour cet effet, comme ci-devant, 
aga r 
a Mn a =n, & nous aurons 
41 -= pp: agg 

AA 3 mir! 
— mf— n & y=ng yrnaf— bn, 
À i 

Où les lettres m & n doivent être telles, 


anf qu'auparavant, que manner, 


93: 


Les’formules que nous venons de trou- 


donc X=n9 


Ver'bour x & Pour y’, font encore mêlées 
Avec dés fraftions , Puifqu'il y en à dans 
leg termes qui renferment la lettre bs & 
Cela fait qu'elles he fépondent pas À notre 


Dur, Mais il faut remarquer que, fi de ces 
Valeurs on paffe aux fuivantés > On trouve 


Conftämment des nombres entiers, qu'à la 
vé 


rité On eût trouvés beaucoup plus faci- 
lment par le“moyen des  ñombres p&g 
ue nous avions titroduits désile commen- 
tement, En effets qu'on prenne p & gs 
de façon que PP—a9ÿ— 1, on aura agg 
PPSL Be lé frations difparottront, 
CA alors waana p ppt f Cid For) Egg, 
O 24/p4 hp} mais 
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comme dans le cas connu aff -bf-c=pg} 


on ne rencontre que la feconde puiflance 
de g, il eft indifférent quel figne l’on donne 
à cette lettre; qu'on écrive donc —g al 
lieu de Æ.#, on aura les formules x=—29p4 
Flagg pr) bag, & y =g (ag pp) 
2afpg—+bpq, & on fera afluré maintes 
nant que axx-bx-c— y. 

Qu'on cherche, par exemple, lesnom- 
bres hexagones , qui font aufli des quarréss 

Il faudra que 24x—1=7yy,,où:a=2y 
b=—1 & co, & le cas connu fera évi- 
demment 2=f/=1,&.y=g=1. 

De plus, pour que pp—29g=b1, il faut 
que g=2 & p=3 ; ainfi l'on aura x=144 
aigf —4 & YSTA Afm , d'où rés 

. fultent les valeurs qui fuivent: 
25. 841 
JL | 351189 &cc. 

94. 

Arrétons-nous encore à notre premies 
formule, où le fecond terme manquoit? 
& examinons les cas. qui font de-la fot 
mulé 


Bom 
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mule axx--b un quarré en nombres en- 
tiers, 

So: Er ds à À 

oit donc'axxti=yy, & il s'agira dè 
remplir deux conditions: 
o , vs 
1% Qu'on connoïfle un cas où cetté 
equation ait lieu , & noûs füppoferons ce 
Cas exprimé par l'équation aff Figg. 
4 : es SE 
K 2°. Qu'on connoiflé dés väleurs de m 
de », telles que mn: 
à z! que miann Fi , de que 
us “enféignerons à trouver dans le Chau 
Pitre fuivant. 

Del réfulte un nouveau Cas, favoir x 
E i a 
Ka » & ÿ=m anf, qui conduit 
fuite à d’autres cas i 
à fite d'autres cas pareils , que nous re- 
Féfenterons de la maniere füivante : 
af A\B|C|DIE 
y=g P Q RIS IT &e 
8+mf |B=nP t mA Chm DnR ame 
ganf |Q=mP+anA|R=mQ-+anB S. =mRranC &e; 
deux fuites de nombres fe continuent 
aifément aufli loin qu'on veut, 


954 
n remarguéra cependant qu'il neft pas 


ble ici-de continuér la fuite fupérieure 
Tome 17. H 


& ces 


têg. 


é ENS 
i4 E.-1.Ë.M E 


pour, fans avoir l’inférieure fous les yeux 
mais il eft facile de lever cet inconvénient 
& de. donner une regle, noni- feulemen 
pour trouver la fuite fupérieure fans col 
noître l'inférieure , mais aufi pour déter” 
miner celle-ciifans le fecours de autres 
Il faut-obferver: que les nombres qu’of 
peut fubftituer à:x fe fuivent dans une cet 
taine progreffion , telle que ehaque pa, 
comme, par ex. Æ, peut fe déterminer p à 
les deux termes précédens C&D, fans gif 
Ton foit obligé de recourir aux termes m 
rieurs R & S. Eneffet, puifque E=n$ +m 


=n(mR+anC) 4m(nR4mC)= a 
-LannC+-mmC ;18c que a 
on trouve £—2mD — mmC+4annC, 

E—2mD(mm—ann)C, ou enfin 
— »3mD—0; Wcale de nm—annŸ 


& de mn—ann=i ; moyennant quoi a 
voit clairement comment chaque terme 
détermine parles deux qui le précedents : 
Il en eft de même à l'égard de la sn 
inférieure ; car puifque T=mS-HanD "R 
D=nR+mC, on a T=mS -an 
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annie =De plus S= mRLanC, an 
CES —-mR ; & fi l’on fubftitue 
Valeur de anC, il vient T: 
qui prouve que la progrèf 


cette 
2MmS—R, ce 
ion inférieure 
fuit la même loi où la: même regle que la 
fupérieure. 


Qu'on cherche, par exemple, tous les 
nombres, entiers x s- tëls que rxy 
On'aura d’abord f 

=3. Donc, 
Puifque A=hg-+mf=S$ , les deux prémiers 
termes feront 1 & ÿ > on trouvera tous 
les füivans par la formule Æ 6DE; 
pris fix fois 


C’eit.à-dire que chaque terme 
& diminué du terme précédent, 


donne le 
terme füivant. Il fuit de-là que les nombres 
* que nous cherchons, formeront la fuite 
Que voici: 

13 53 29, 169,985 5741 &c, 

On peut continuer certe Progreffion auf 
oin qu'on veut; & filon vouloit y intro» 
duire aufi- des termes fraétionnaires | on 
ĉn trouveroit une infinité par la méthode 
Que nous ayons donnée plus haut, 


H ij 
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CA P E NET, 


D'une Méthode particuliere ÿ par:laquelle la 
formule ann-1 devient un quarré en 
nombres entiers. 


Ce: que nous avons enfeigné-dans le 


Chapitre précédent, ne peut. s'exécuter 
d’une manière complerte, à moins qu'on 
ne foit en état d’afligner pour un nombre 
quelconque a un nombre zy tel que anr 
-Hr devienneun quarré, ou qu'on ait mm 
j= anñ=-1. 

Sion vouloit fe contenter de nombres 
rompus, cette équation feroir facile à ré” 
foudre, vu qu'on n’auroit qu'à faire m1 
+; çar dans cette fuppofñtion on a mm 


EURE ann ; où l'on peut 
éfranchet 1 de part & d'autre, 8e divife 
enfuite les autres termes par 7, de fort£ 
que multipliant de plus par qg, on obrienf 


ot t 
2pg+npp=angg, cette équation donnan 
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ap’ fourniroit une infinité de Ya- 
leurs de n. Mais comme » doit être `uh 
nombre entier, cette méthode ne nous ferd 
viroit de rien, & il faudra en employer 
Une toute autre pour arriver à notre büt. 


97. 


Nous devons commencer pat remarquer 
que fi on vouloit que ann1 fût un quarré 
en nombres entiers pour une valeur quel 
Conque de a, on exigeroit une chofe qui 
weft pas toujours poflible. 

Car d'abord il faut exelure tous les cas 
Où a feroit un nombre négatif; enfuite il 
faut exclure auffi ceux où a feroit lui-même 
Un quarré ; parce qu'alors ann feroit un 
Quarré, & qu'aucun quarré augmenté de 
l'unité > ne peut redevenir un quarré en 
Nombres entiers. Nous fommes obligés par 
Conféquent de réftreindre notre formule, 
de maniere que a ne foit ni négatif ni un 
Süarré ; mais au refte toutes les fois que a 
eft un nombre poftif fans être un quarré, 
fera poflible dé trouver pour runnombré 

H iij 
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entier, tel que ann--1 devienne un quarré, 
Quand on aura trouvé une telle valeur, 
il fera aifé, d’après le Chapitre précédent, 
den déduire un nombre infini de fembla- 
bles ; mais il fuffit pour notre deflein d'en 
connoître une feule, & même la plus pe- 
tite, & c’eft ce qu’un favant Anglois, nom- 
mé Pell, nous a appris à trouver par une 
méthode ingénieufe que nous allons ex- 
pliquer, 


98. 


Cette méthode n’eft pas de nature à 
pouvoir être employée généralement pour 
un nombre a quelconque , ‘elle neft appli- 
gable -que dans chaque cas particulier. 

Aïnfi nous commencerons par les cas les 
plus faciles , & nous chercherons d’abord 
pour, z un nombre tel que zrn- foit un 


quarré, ou ique Vanne devienne ra- 
tionnel. 


On voit auffi-tôt que cette racine quar- d 


réè devient plus grande que 7; & cepen- 
darit plus petitesque 27, Si donc nous ex- 
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primons cette racine par n+p, il eft sûr 
que p et moindre que n; & nous aurons 
Vannpi =n-}p, enfùite anni mn 
F2np-pp ; donc nn=znp4-pp-41 , & 
2=p+ V2pp=r. Tout fe réduit par con- 
féquent à ce que 2pp-—1 foit un quarté ; 
Or ce cas a lieu fi p=—1, & il donne 7—2 
& Vint 3: 

Si on avoit pas auffi -tôt pus’apperce- 
voir de ce cas, On feroit allé plus loin; 8 
puifque V2pp—ı >P, & par conféquent 
2>2p „il auroit fallu fuppofer 7—2p+#q; 


On auroit donc eu 2pg=pv/2pp =r, 
oup+g=V 2pp—1 > & en quarrant, pp 
À-2pg- 992 pp r; ainfi pp: 2pq-+-79 
+I, ce qui auroit donné p=g+ y gg 
de forte qu'il eût fallu que 2991 fût un 
quarré ; 8 comme ce cas a lieu, fi on fait 
1=0, on auroit eu p=1 & 7—2, com- 
me auparavant. Cet exemple fuffit pour 
donner une idée dela méthode, mais'cette 
idée deviendra encore plus nètte par ce qui 
füivra, 
H iv 
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Soit à préfent a—3 , c'eft-à-dire qu'il 
s'agifle de transformer en un quarré la for- 


mule zan-1, On fera V3nnpi=n+p J 


ce qui donne 3nn—1=nn2—-2nppp, 
& 2nn=2np#-pp—1, d'où l’on tire z 


UV, Maintenant, puifque v3rr2 
furpafle p , & que par conféquent » eft 
plus grand que? ou que g, qu'on fuppofe 
#=p+9, & on aura 2p+29=p+V/3pp—2 
ou pg=v pp 2; enfuite, en quar- 
rant , pp-4pg=l4gg=3pp—2; de forte 
que 2Pp=4p7 4q], OÙ pp = rpq 294 
+r &p= + V34. Or cette for- 
mule eft femblable à la propofée , ainf on 
peut faire g=0, & on obtient Pr A 
ke 
n=1; de forte que y gan-pi=z, 


IOO. 


Soita=s , afin qu'on ait à faire un quarré 
de la formule $ur=-1, dont la racine eft 


plus grande que 27; on fuppofera y sinti 
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274-p » Où jan nn anp pp, 
ainfi on aura an=4apA ppi , & n—21p 
+ Vpn Or V'ipp—1>2p, il sen- 
fuit que n>4p; celt pourquoi on fera z 
4p--9, ce qui rend 2p} =V spi £ 
QU A4PP-4pg agp r & pp=4pq 
*gg+1 , de maniere que P=294+V/5gg+rs 

t comme g—0 fatisfait à cette équation , 
On aura p=1 & n= 4; donc Vsnnti 
=p. 


IOI. 


Suppofons à préfent a—6, pour avoir 
À traiter la formule 67n x, dont la ra- 
ne eft pareillement comprife entre 27 & 


32, Nous ferons donc Vénnti=intp, 


RME; ainfi n> 2pe 

Si, en conféquence de cela > nous fai- 
fons n—=2p-|-9, nous avons 4p#-29—2p 
i VGpp—2 > OÙ 2p29— VGrr—3; 
quarrés font APP 8pg 499 =6pp—2 3 
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ainfi 2pp=—8pq+-49q+2, & pp—4)q 
2991, enfin p==2g#V6ggtr ACTE 


formule reflemblant à la premiere, on a 


102. i 
Allons plus loin, & foit a=7 & 7nn 


“hi=mm, on voit que m> 2n; quon 
fafle donc m=zn+p, & on aura 7an-}1 
=4nn4-4np4pp , ou 3nn—4np+-pp—1, 
ce qui donne REVUES, Préfentement, 
puifque nDÉP» & par conféquent plus 
grand que p, qu’on falfe #—p+-9, on 
aura p+3q—= V7rP—3 s & paflant aux 
quarrés, pp-6pg+-99q9=7pp—3 , ainfi 
Gpp=ópq+999+3 » où 2pp==2p9-1 394 
Hir, d'où l'on tire pra, Or on a 
ici p>, & par conféquent p>q, ainfi 
on fera :p=—g—+-r, & lon aura g+-2r 
=y 742; de-là. les quarrés 99-49" 
urr=7gq +23 enfuite 6gg=—=4gr+-4r 
—2, Où 3gg==2gr—2rr—1 , & enfin 4 


2 9 


V/7rr-3 


=T, On continuera; à caufe de4 
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>r, en fuppofant 9=7—<-f, & on aura 
272 3 f= V7 rr—3 , enfuite 4rr—12rf 
F7, où 3rr= 12/0] +3, 
ou Fr =47f 3 ff ; & r- SFV H 

r cette formule eft pareille à la premiere; 
ainfi faifant /=o, on obtiendra 7—1 ; 
151 , p=2 & n=3 où m=}. 

Mais ce calcul peut s’'abréger confidé- 
tablement de la maniere qui fuit, & qu'on 
Peut employer aufi dans d’autres cas. 

Puifque 7nn+i=mm, il s'enfuit que 
MLIN 

Qu'on fuppofe donc m=3n—p, on 
Aura 72n—1—onn—6np—-pp, où 2nn 


3, 
3p+V'7p 


=6np—pp- 1 , d'où lon tire n= Ie 
anfi r<3p; par cette raïfon on écrira z 
=3p— 27, &, prenant les quarrés ; on 
Aura opp—12pq 499 =7pp F2, Où 2pp 
D ART LAE iy PE GP — 2190-11, 
où réfulte p=344y 7974-1. Oron peut 
d'abord faire ici g==0, & on trouvera p 
=r, n=} m8, comme auparavant, 
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103. 

Que a=8 , en forte que 82n+-1=mre 
& mn, il faudra faire m=3n—p, & 
on aura 8anti=onn—6np+-pp, où nn 
=6np—pp#1, Tù réfulte n=3p 
y 8pp+1 , & cette. formule étant déjà 
femblable à la propofée, on peut faire 

0, ce qui donne n=1 & m=}. 


104. 


On procédera toujours de la même ma- 
niere pour tout autre nombre a, pourvu 
qu'il foit pofuf & non un quarré, & on 
arrivera toujours à la fin à une quantité ra- 
dicale, comme yaw—-1, qui fera fem- 
blable à la premiere ou la propofée, & on 
aura alors qu'à fuppofer =o; car l'irra- 
tionnalité difparoîtra , & en retournant fur 
fes pas on trouvera pour 7 néceffairement 
une valeur telle que ann--r foit un quarré. 

On arrive quelquefois affez vite au but, 
mais fouvent aufli on eft obligé de pañler 
par un aflez grand nombre d'opérations s 
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cela dépend de la nature du nombre a, 
mais fans qu'on ait des caraéteres qui don- 
nent quelques lumieres fur la quantité des 
opérations qu'il y aura à faire. Le procédé 
neft jamais bien long jufqu'à 13 , mais lorf- 
que a—13, le calcul devient beaucoup 
plus prolixe, & par cette raifon il fera bon 
de développer ici ce cas. 


105. 

Soit donc 413, & qu'on doive trou- 
Ver 13an—-1=mm. Comme mmn > onn, 
& par conféquent #> 37, on fuppofera 
m=3n tp; & on aura 1372197 
Fónp--pp, ou Aann=6np#pp—1 ; & n 
=E, ce qui indique que a>Ś p, 
& à plus forte raifon plus grand que p. 
Qu'on falfe donc n==p-+9, on aura p449 
=Vi 3PP—4; en quatrant, 13PP—4=pp 
+-8p9—+-1699 : ainfi12pp=8pq+1 6qq+4, 
Qu =h Ep VE, 
ki p> AE ou p> q; on continuera donc 


Par p=g4+r, & on aura 294372 V/ 139943 š 
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enfuite 1394-3 =499 izr- 97r, ou 
PAETA ES O Li 53 an 
—1, ce qui donne g=—= 28753 


1437 


sc ifaue gia x 
Préfentement , puifque q> =, ou 4 


>r, on fera g=—r—f, & on aura r¥3/ 


=y i3r— 3; & enfuite 13r7r—3—77r 


+ 6//-off, où 12rr—6rf4-9/f 53 , Ou 477 


TEV SIEA 
n A 


==27/4-3ff4 1 , d'où Pon tire r= 


Mais r>{ y 


r=f}t y & nous aurons: 3/44t =y I-43 


& plus grand que/,, foit donc 


& 13/24 == 9ff Fafi rse ; ainfi 4/f 


= 2yf-rért 4, & [S[=6f F yir; 
donc fr y 
L>3 45315 ou que 643 il faudra donc faire 
J=61 + usant E Taa Vi 3ut—1 , 8 
1341 Di 2 Gun après celà 45 


13211: [ci nous avons 


CRRA, 
Gun Frs enfin us gi 


Sig S, Si donc ón fait t=u4 v, 
4 peraga 


LEIGER TENI f 
on aurą ugry 1 qu) > & rzutu- 4 
Huug Buv TOY } donc Tzvi = 8uv y OT" 
y P Ouuu zuv 4vv 1, enfin # 


4v 


À, OU UD Fy OÙ > 
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Faifons en conféquence u=v-Hx, & 
nous aurons 2v43x— Vi 3VV—3, &13vy 
—3=4vv -i zvy- oxy j ou 9YV=—12vx 
“oxx—3 ; ou 3VV = 4vx xx ur, Br 
v= MT ; de forte query > Lx & Ae 
Suppofons donc v==x-}-y , & nous au- 
rons x + 3y = 3%x 3, 8 13xx 3 
=xx-}- 6x7 0yy, où 12Xx—6xy+0yy 
—3, & AXX—2X y y y— 1 ; ontire de-là 
XD, & par conféquent x > y. 
Ainfi nous ferons x y, ce qui nous 
donne IAREV YY — 4; & 13yy—4 
DIT 241) 1617, où 4yy— ziy 
ia 5 donc yy=éyt ar, & 
X=37 V 13413 & cette formule étant 
à la fin femblable à la premiere, on peut 
prendre 7=0 , & remonter.de-la maniere 
qui fuit: 


8 S 
UAH 


Se 8 ER Re x 
; se 
+++ +++ 


Se a 


=i 8a 
m —=649. 
Il fuit de-là que 180 eft après o le plus 
petit nombre qu’on puifle fùbftituer àn, 
fi r32n—4 doit devenir un/quarré. 


106. 


On voit fuffifamment par cet exemple; 
combien ces calculs peuvent devenir proli 
p at, : L S 
xes. Lorfqu’il s’agit de nombres plus grands, 
on eft fouvent obligé de paffer par dix fois 
plus d'opérations que nous men avons eu 

à faire pour le nombre 13. 
Comme on ne peut guere prévoir non 
plus 
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plus pour quels nombres on doit s'attendre 
à tant de longueurs , il fera bon de pro- 
fiter de la peine que d’autres ont prite, 
& nous joindrons , Pour cet effet, à ce 
Chapitre une table > Où fe trouvent les ya~ 


leurs de m & de 7 pour tous les nombres 


4 depuis 2 jufqu'à 100; afin que dans les 
Sas qui peuvent fe préfenter > On puifle en 
tirer les valeurs de m & de», qui répon= 
dent à un nombre a donné. 


107: 


Nous remarquerons Cependant que pour 
€ certains nombres on peut déterminer 
n général les lettres m & n ; ces cas font 
Eux où a welt que de 1 ou 2 plus grand 
u plus petit qu’un quarré ; il vaudra la peine 
e les développer. 


€ 
Q 
0! 


108. 


Soit donc a—ee— 2; & puifque nous 
évons avoir (ee- -2)anHi=mm, il et 
Clair que m<en; cek pourquoi nous fe- 
Tons m==en—p ; & nous aurons (ee—z)nn 


Tome 11. ji 
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i=eenn — Enpa 00 ou znn=zenp 
Lpi donc na PV MP; g il eft 
évident que fi on fait p=1, cette quan- 
tité devient rationnelle, & que nous aurons 
ne & m= eei. x 

Sit, par exemple, a—23, de forte 
que é=; , nous aurons 23727- is 
fi n=; & m—14. La railon en eit évi- 
dénte d’ailleurs; car fi, dans le cas de 4 
—ce—2, on fait n=, on a ann- 
zee- 1 , ce qui eftle quarré de ee—1. 

109. 

Que a=ee—1 , ou d’une unité moindré 
qu'un quarré, il faudra que (ee—r)antt 
== mm; On aura, comme ci-deflus #7 en; 
& on fera m—en—p; cela polé; on 4 
(ee—1)nnf1i=cenn — zenp- pp; Où nh 
= 2eNp—pPp HI ; done n=tp+Veepp=pp+ 
Or l'irrationnalité difparoit dans la fuppoz 
fiiôn de p=r,' anh n=—1e & m= 
1. Auf cela eft-il facile à voir; caf 


püifque ace —1 & 11e, on trouve anh 
“Hice —4ce"#1 , où égal au quarré dé 
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26e—1. Soit, par exemple, aï=24, ou 
e=§, On aura n10, & 24nn4-1=32 401 
= (49) EX. 

Iro; 
Süppofüns à préfent aee} i; óu que 
a foit dé 11plus grand qu'un quarfé, il 
faudra que eanne rE imn y 8e m feta 
évidemment plus gränd queers échivons 
donc M=enhip , & nous atrons (ei) 
nur =eénrt zenp 4s pp x OÙ nnar 2enp 
ppp; d'où réfulte » PV epp tpp Ip. 
On peütic fite pr, & cela étant Son 
a n=2¢ ; donc m=zeet-i. C'eft aufi te 
qüi dévoit arriver, par liratfon que étant 
Seer Sn 2e, bh a anni yet 
Fer quarré de zet r. Soit, par 
exemple, 417, en fortë Qué ei, on 
aura rini = mmy en failant 28" 8r 
mza 33. j 
(*) LE figne radical s'évanouit auffi dans ce cas, fi 
l'on faitp=0, & cette füppoñtion donne inconteftable- 


ment pour m & n les plus petits nombres poffbles , fa- 


Voir n=1 &m=e; c'eft-à-dire que fi e=; , la formule 
2ann+1 devient un quarré en faifant n=1  Scque la ra= 


Gine de ce, quarré fera m 


lij 


Enéme NS 


LIT. 


Soit enfin a—ee-2 , ou deù plús grand 
qu'un nombre quarré ; on aura (ee 2) 
nni=mmM, 8, comme auparavant, m 
> en; c'eit pourquoi.on fuppofera m=en 
+p,u8 ion ayraeennmanni 1z=eennyzenp 
“pps. Où 2an==2enp-À pp —1,,,ce.:qui 
donne) n== EK sete, Qu'onfafle pis 


on ‘trouvera nane &em= eeri en 


effet, -puifque a= eedit Kung Oona 
anne" 2er ,.ce qui ef le quarré 
de ieri. 

Soir, par exemple; «—=wr;tde;forte que 
e—3, ontrouvera 1 ia2n—1 mm, en fai 
fant n=3 &im==10. Voult-on fuppofer 
a=83, onauroit eo & S3nniint 
dans le cas de: n=9 & de m82, 
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has Né ED ER 


Qui indique pour chaque valeur de a les plus 
petits nombres m Ẹ n, tels que mm=ann 


+i. 


N -AE Eil 


267000] 


2281249809 


ÿ 
6377352 
8 10 


18 


30996 


1122 


3 


21 


2 

165 
120] 
1260 
221064 
4 


I 


9 
6 


53000 


2143295 
39 


49 
62809633 
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mm nt 
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De la Maniere de rendre rationnelle la for- 


mule irrationnelle ya +Hbx-4-exx- dx’. 
II2. 


Na: pafferons à préfent à une formule 
où x s'éleve à la troifieme puiffance , après 
quoi nous irons auf jufqu'à la quatrieme 
puiflance de x, quoique ces deux cas fe 
traitent de la même maniere. 

Qu'il s’agifle donc de transformer en un 
quarré la formule ax 4- cx dx’, & 
de trouver pour x des valeurs propres pour 
ce deffein, & exprimées en nombres ra- 
tionnels. Comme cette recherche eft fujette 
déjà à de bien plus grandes difficultés que 
les précédentes , il faut aufli plus d'art pour 
trouver feulement même des valeurs frac- 
tionnaires de x , & on eft obligé de fe 
contenter de telles valeurs fans prétendre 
en trouver en nombres entiers. 

Iiv 
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Nous devons remarquer aufli d'avance 
qu'on ne ‘peut ici donner une folution gé- 
nérale comme dans les cas précédens, & 


qu'au lieu que la méthode employée ci- 


deflus conduifoit à un nombre infini de fo- 
lutions à la fois, chaque opération main- 
tenant ne nous fera connoître qu’une feule 
valeur de x. 


113. 


Comme, en traitant de la formule a+bx 
exx, nous avons remarqué un nombre 
infini de cas où la folution eft tout-à-fait 
impoflible, on s'imagine bien que cela a 
lieu bien plus fouvent encore pour la for- 
mule préfente, qui d’ailleurs exige conf- 
tamment qu'on fache déjà, ou qu'on ait 
trouvé une folution. Auffi n’eft-on en état 
ici de donner des regles que pour les cas 
où l’on part d’une folution connue pour en 
trouver une nouvelle; par le moyen de 
celle-ci alors on peut en trouver une autre, 
& continuer enfuite de la même maniere. 

Mais il n'arrive pas même toujours que 
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une folution connue fafle parvenir à une 
autre ; au contraire il y a bien des cas où 
iln'y a qu'une feule folution qui puiffe avoir 
lieu, & cette circonftance eft d'autant plus 
remarquable, que dans les cas que nous 
avons développés précédemment, une 
feyle folution conduifoit à une infinité dau- 
tres folutions nouvelles. 

T14. 

Nous venons de dire que pour que la 
formule a--bx—cxxdx puifle être 
transformée en un quarré, il faut nécef- 
fairement préfuppoer un cas où cette tranf- 
formation eft poflible, Or un tel cas s'ap- 
perçoit le plus clairement, quand le pres 
mier terme eft lui-même déjà un quarré, 
& que la formule eft exprimée ainf, ff 
brer- dx; car elle devient évi- 
demmentun quarré, fi x=0. 

Ce fera dont par la confidération de 
cette formule que nous entrerons en ma- 
tiere; nous râcherons de voir comment, 


en partant du cas connu #:=<0 > nous 
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pourrons parvenir à quelqu’autre valeur de 
x, & nous emploierons pour cet effet deux 
méthodes différentes, que nous explique- 
rons l’une & l’autre; il fera bon de com- 
mencer.par des cas particuliers. 


RES, 


Soit donc propofée la formule 142 
—xx-x?, qui doive devenir un quarré, 
Comme ici le premier terme eft un quarré, 
on adoptera pour la racine cherchée une 
quantité telle que les deux premiers termes 
s'évanouiffent. Soit pour cet effet 1x la 


racine dont le quarré doit équivaloir à notre 
formule, on aura 1h2x—xx ta; 
“r2xt-xx, où les deux premiers termes 
fe détruifent, de forte qu'on a l'équation 
PARA ONNEA qui, étant 
divifée par xx, donne x=2; ainf la for- 
mule devient 1+4—448—09, 

De même, pour faire un quarré de la 
formule 44-6x—5xx%-L3x, on fuppofera 
d'abord fa racine —24-nx, & on cher- 
chera z de maniere que les. deux premiers 
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termes difparoiffent; or on aura 4--6x 
xxx = 4 4nxtnnxx ; donc 
il faut que 4n=6, & n=}; de-là ré- 
2xx, ou 
4 
JASCE CITE 


cette valeur qui fera de la formule pro- 


fulte l'équation — 5 xx 3 x’ = 


3 ; KR 
3x xx, qui donne v=} 


1 : 2 Ez 
pofée un quarré , dont la racine fera 2-4}? 


La feconde méthode confifte à donner 
à la racine- trois termes, comme fgs 
hxx, tels que dans l'équation les trois 
? 
premiers termes s'évanouiflent. 
Soit propofée:, par exemple, la formule 
HG6xx—5;x", on en fuppofera la 
racine ==1—2x%-hxx, & on'aura 1—4x 
FOXX a) 1 — 44 yhe hh" 
xx ; 
les deux premiers termes , comme on voit 
f , , 
fe détruifent aufi-tôt des deux côtés; & 
pour chafler aufi le troifieme, il faudra 
faire 62444, & par conféquent 4=1; 
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Par ce moyen on obtient; xi =— 4x 


xt, ou — $—=—4+4-x; de forte que 


LE Ie 


C'eft donc de ces deux méthodes qu'on 
peut faire ufage , lorfque le premier terme 
a eft un quarré. La premiere fe fonde fur 
ce qu'on exprime la racine par deux ter- 
mes, comme f—-px, où feft la racine 
quarrée du premier terme, & où P eft pris 
de maniere que le fecond terme doit pa- 
reillement difparoître; en forte qu'il ne refte 
qu'à comparer ppxx avec le troifieme & 
le quatrieme terme de la formule , favoir 
cxx-}-dx?; car cette équation alors ; pou“ 
vant fe divifer par xx, donne une nou- 
velle valeur de x, qui eft GE: 

Jans la feconde méthode on donne trois 
termes à la racine .,‘c’eft-à-dire que fi le 
premier terme a eft —ff, on exprime la 
racine par Sppe gex après quoi. of 
détermine p &.9, de façon que les trois 
premiers termes de la formule s'évanouit 
fent, ce qui fe fait de la maniere fuivante: 
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Puifque fx exx-dx + 2p f 

afgxxppxxapqx qg" a faut 
que b—2fp, &'par conféquent p= z7; 


ep} 
plusc—2/f7+-pp, & partant =" ; 
cela refte l'équation dx’ = 2pgx’ gx"; 
ui SP 170 a 
& comme ellé eft divifible pár x°, on en 
HT 
D 


MEN 


118. 


Il peut cependant arriver fouvent qué 
Jors mêmeque a=/f#; aucune deces deux 
méthodes nedonne une nouvelle valeur 
de x. Cet ce qu'on peut voir, en con: 
fidérant la formule ff4-dx° , où le:fecond 
& le troifieme terme manquent: 

Car fi; d'après lapremiereméthode, on 
füppofoit la racine —f+-px, outbien que 
fade = zfp = ppax $ Er ee 
Gafpié po; ainfiontrouveroit dx 
to ;&mpare li w= o; ce qui neft point 
une nouvélle valeur de x, 

Que, d'après la feconde méthode ; on 
vouloit faire! la racine: =2/px-9gx, où 
Heda’ = ff 4 apx à fgeap gx", 

+ PPXX 
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on trouveroit o= 2 fp & po; de ‘plus 
o—=2/4—+pp & qo; &vil en réfulteroit 
dx’ =0, &pareillement:x=—=0. 


119. 


Il ne refte d'autre parti àprendre dans 
ces cas-là, que de tâcher de trouver quel- 
que valeur de w, telle que la formule de- 
vienne un quarré ; fi on y réuflit, cette va- 
leur fera trouver enfuite. «par lecfecôurs 
de nos deux méthodes’; dernouvelleszwa- 
leurs; & cette voie.eft bonne mêrne: pour 
les casio le-premier ferme ne feroit pàs 

7 
un quarré: 

Que, par exemple;iJa formule:3 4x3 
doive dévenirsün<quairéyjićomme tela 
arrive guand w=}; on ifera t 1044} 
& on aura 4393775, où lepre 
mier terme eft un quarré: ‘Qu'onen-fupr 
pofe donc , fuivant la premiere-méthace 
la racine —=2-pypioncaura AH yy 
y = 44 pr ppyy 516 pour que’ le 
fecond tèrme | difparoifle , : il» faudraque 
3==4p, 6rpar/conféquent p=} ; ‘ainfi 3 
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re 9 48.239, 
Fy=p & y= me 6) 
donc x=% , ce qui eft une nouvelle va- 
leur de x. 


Si on fait de plus, conformément à la 
feconde méthode, la racine —2+py+9y7, 
on a taytay ty = 4 aey ag 
PPYY HPIY T19 > d'où on chaf- 


fera le fecond terme, en faifant 3 =4p ou 


P=}, & le quatrieme, en faifant 3==49 


rad N DLN (Yes pi 
pp, ou g= =g ainfi 1=2P9499y 

POSET : — 2g = 37 & 
d'où l’on tire y= a UP ro À 
1873 


par conféquent Xe 


120. 


En général, fi on a la formule a-b% 
cxx-dx, & qu'on fache d'ailleurs 
qu'elle devient un quarré quand x=), dè 
forte que afp eff HAP Egg, on 
ferd x=f+y, & on aura la nouvelle for: 
mule qui fuit: 


Dans cette formule le‘premier terme elt 
un quarté; dinfi on peut y appliquer les 
deux méthodes précédentes , & elles four- 
niront dé nouvelles valeurs de y, & par 
conféqueht aufi de x , puifque x=f4-y. 


RO. 


Mais fouvent auf il.ne fert mêmeide 
rien d’avoir trouvé une valeur de x; ce 
cas a lieu dans la formule 1-+x?, qui de 
yient unyquarré quand, x=2.1Car fi en 
conféquence.de cela, on faitx=—2y, 
on trouvera Ja formule o12y--6yy2y}, 
qui devroit-de même pouvoir devenir un 
quarré, 

Or foit par la premiere regle la racine 
3 +py, on aura 91276 YY-y? 
==9+-6pyPPYY > Où il faut que 12=6p 
& p= ; doncé-y=pp=4, & y=—2 


"3 
ce 
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ce qui donne : 


leur qui ne conduit à rien -de plus. 


O, c’eft-à-dire une va- 


Eflayons aufi la feconde méthode 


PTA 
> À 


faifons la racine —=3+-py—+-9yy , nous au- 
rons 9+4-12y-6yy-y" =q +6p À 
PP. 
“2pqy gay", où il faudra d’abord 
que 12—6p & enfuite que 6—67 
rp=69-—++4, & g =} ; On aura d’abord 
1== 20 gy =? | ; de-là y= us 
& par conféquent x= 1, & 1447 =o 
d’où l’on ne peut rien conclure de plus 
p'us, 
l 
+, 
A 
; où 


parce que, fi on.vouloit faire x=——1 


on trouveroit la formule 373 


le premier terme s’en va; de {or 


77- 
ti 
J 


he 
Je 
te 


qu'on 
ue pourroit faire ufage ni de l’une ni de 
l'autre méthode. 

On eft aflez fondé à foupçonner , après 
ce que nous venons de dire, que la for- 
mule 1-}x* ne peut devenir un quarré que 
dans les trois cas que voici: 

L)x=2,1ll)x=o, M) emr. 

ais c'eft de quoi: on peut fe convaincre 
aufi par d’autres raifons. 

Tome Ii. K 
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122. 

Confidérons encore, pour nous exercer, 
la formule 1--3x7, qui devient un quarré 
dans les cas fuivans: L)x—=0, [)x=r, 
IIl)x=2, & voyons fi nous parvien- 
drons à trouver d’autres valeurs femblables. 

Puis donc que x==1 eft une des valeurs 
qui fatisfont , fuppofons #=—=1+-y, & nous 

ay? 
aurons 143x =4F9y +9 F37- 
Que la racine de cette nouvelle formule 
foit 2py; en forte que 4+9y F93 
y 4 API PLIS » il faudra que 


neront 9 +3 
, SA RES Don ASS 
conféquent x=—#, & 173% devient 
A ji A 61 

un quarré, dont la-racine eft — 27, ou 
. Si nous voulions à préfent 

5 = a 
— #7, nous 


6x 


bien aufi ~- 


continuer , en faifant x ; 
ne mañquerions pas de trouver de nou- 


velles valeurs, 

Appliquons aufi à la même formule la 
feconde méthode, & fuppofons la racine 
—2—+-py y; cette fuppoñition donné 
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497 +909 439 = 4 apr 499 y 
+PPYY 

H2pgy'<gqy"; donc il faudra que 9 
=4p Ou p=?, & 949 pp À, 
ou q=; & les autres termes donneront 
3—=2pq+-9qY =- gqy, où 567-1 28977 


=384, ou 1289gy=—7183 ; c'eft-à-dire 


56 


63 Q 
126.5 yY =— 183 s OÙ 42 
: ROUTE ; 
Ainfi aae & => ; & ces vas 
leurs en fourmiront de nouvelles , en fuis 


vant les voies que nous avons indiquées, 


RE 

Il faut remarquer cependant que, fi on 
vouloit fe donner la peine de tirer de noua 
velles valeurs des deux qu'a fourni le cas 
connu x=1 , on parviendroit à des fracs 
tions extrêmement prolixes ; & on a lieu 
de s'étonner que ce casy #1, n'ait pas 
conduit plutôt à cet autre, x=—2, qui ne 
tombe pas moins évidemment fous les yeux. 
Et c’eft-là une imperfeétion de la méthodè 
dont il eft queftion, & qui eft juiqu'à pré- 
fent la feule qu'on connoifle. 


K ï 
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On peut partir de la même maniere du 
cas x=—2, afin de trouver d’autres valeurs. 
Qu'on faffe , pour cet effet x= 2 +y, & 
il s'agira de faire un quarré de la formule 
+367 4187-39 ; fuppofons-en la 
racine, d’après la premiere méthode, = 
y; nous aurons 2 5+ 3 Sy + 1 8yy+3y? 
ps R ar va e 
—25--10p)+-ppyy, & par conféquent 
36—10p, ou p=“; effaçant à préfent 
les termès qui fe détruifent , & divifant les 
autres par yy , il en réfulte 18—3y=—pp 
» & par conféquen 
=% 5 d'où il fuit que x 
dont la racine eft ; py— Fe Où -H 
Dans la feconde méthode il- faudroit fup- 
pofer la racinei=5-4pytgyy, & on au- 
i 2 igy Ra — n 
roit 25-4-36y -+1 8yy4 3y =25-Hropy 
3 4 
Fogy + 2p9) -A 
PIS 
troifiemes termes difparoîtroient en faifant 
36—=10pP; ou } 


I > 
5 


; les feconds 


ou rog = r8 = 


alors les autres termes, divifés par y’, 
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donneroient 3=—2p7-yqy, ou ggy=—3 
393 


a) C'eft-à-dire y——#7% & 


1323 


=p == 


639 


1323° 


124, 


Ce calcul ne devient pas moins long &c 
difficile, même dans des cas où, en partant 
d’un autre principe , il eft facile de donner 
une folution générale; comme, parexem- 
ple, quand la formule propoféeleft 1x 
— xxx", où lonipeut faire générale- 
ment x=—"11—1, en donnant à z telle va- 
leuriqu’on veut. En effet, foit n- 
aura x—3 , & la formule devient 
—9+-27=—16. Soit n=} , On aura x=8, 
& la formule devient —=1—8—64—5 12 
= 441 , & ainfi de fuite. 

Mais remarquons que c’eft à une cir- 
conftance-tout-à-fait particuliere que nous 
devons une folution fi facile, & cette cir- 
conftance s’apperçoit aifément , fi on dé- 
compofe notre formule en faéteurs; car 
on voit aufi-tôt qu'elle -eft divifible-par 
1x, que le quotient fera 1—xx, qu'il 

K ij 
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eft-compofé des faéteurs (14-x) (1x) ; 
& qu'enfin notre formule 1—x—xx-}x? 
(1x) (x) (1 2) = x) (x); 
or, puifqu'elle doit être un CI (qwarré), 
& quin O, divifé par un O , donne un 
O pour quotient, il faut aufi que 1x 

J; & réciproquement , fi 1x eft un 
(2 , il faut que (1x) (1x) foit un O3 
on n'a donc qu'à faire 14-x=—=nn, & on 
aura fur le champ x=72—1. 

Si cette circonftance nous eût échappé, 
il auroit été difficile de déterminer. même 
feulement cinq où fix valeurs deix par les 
méthodes précédentes, 


125, 


I s'enfuit donc de-là qwil'eft bon-pour 
chaque formule propofée de laréfoudre en 
faéteurs, quand cela eft poffible, Or nous 
avons fait voir plus haut comment ön Sy 
prend pour cet effet, favoir qu'il faut égaler 
la formule donnée zéro, & chercher en- 


fuite‘la racine de cétte équation, chaque 
racine alors, comme x==f, donnant uñ 
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faëteur f— x; & cette recherche eft d'au- 
tant plus aifée , quon ne cherche ici que 
des racines rationnelles, lefquelles font tou- 
jours des divifeurs du terme connu ou du 
terme qui ne renferme point de x, 


126. 


Cette circonftance a lieu aufi dans notre 
formule générale akbxtcxÆdx 
quand les deux premiers termes difparoif- 
fent, & que par conféquent c’eft la quan- 
tité xx dx? qui doit être un quarré ; car 
il ef clair, dans ce cas, qu’en divifant par 
le quarré xx, il faudra pareillement que 
c-dx foit un quarré, & on n'a donc qu'à 
fuppofer cdx=nn, pour avoir x= "F > 
valeur qui renferme un nombre infini dé 
{olutions , & même toutes les folutions po 
fibles. ; 

RATE 

Si dans l'application de la premiere des 
deux méthodes précédentes on ne vouloit 
pas déterminer la lettre p afin de retrancher 
le fecond terme, on parviendroit à une 

K iv 
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autre formule irrationnelle, qu'il s’agiroit 
de rendre rationnelle. 

Soit, par exemple, ff-bx—-cxx—-dx" 
la formule propofée, & qu'on en fafle la 
racine =f—+-px, on aura f}—-bx—-cxx 
“hdx=ff+#2fpx—ppxx, où les pre- 
miers termes fe détruifent; divifant donc 
les autres par x, on obtient b+-cxdxx 
==2/fp+-ppxx, ce qui eft une équation du 


fecond degré, qui donne 


PP—c+ Vp —2cpp+8dfp+cc 
2 d 
Ainfi l'affaire fe réduit maintenant à trou- 
ver pour p des valeurs telles, que la for- 
mule p°—2cpp4-8dfp+-cc—4bd devienne 
un quarré. Or comme c’eft la quatrieme 


puiffance du nombre cherché p qui fe pré- 
fente ici, ce cas appartient au Chapitre 
fuivant, 


CHA TE RS ATX 


De la maniere de rendre rationnelle la 


No us voici parvenus à des formules 
où le nombre indéterminé x monte à la 
quatrieme puiflance , & c'eft par là que 
nous terminerons nos recherches fur les 
quantités affleétées du figne de la racine 
quarrée, vu qu'on n'a pas été affez loin 
encore pour pouvoir transformer en quar- 
rés des formules où des puiflances plus 
hautes de x fe préfentent. 

Notre nouvelle formule fournit trois ca 
à confidérer: le premier, quand le pre- 
mier terme, a, eft un quarré; le fecond , 
quand le dernier terme , ex*, eft un quarré; 
& le troifieme, quand le premier terme 
& le dernier {ont Pun & l’autre des quarrés, 
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Nous traiterons de chacun de ces cas fé- 
parément, 


129. 


Comme le premier terme ici eft un quar- 
ré, on pourroit , par la premiere méthode, 
fuppofer la racine —f4-px, & déterminer 
P, de manière que les deux premiers ter- 
mes difparuffent, & que les autres fuflent 
divifibles par xx; mais on ne laifleroit 
pas alors de rencontrer encore un xx dans 
l'équation, & la détermination de x dé- 
pendroït d’un nouveau figne radical. Ce 


fera donc à la feconde méthode que nous 


aurons recours; nous ferons la racine ==; 
“-px-qux ; nous déterminerons p &c g 
de façon à pouvoir retrancher les trois pre- 
miers termes, & divifant enfuite les autres 
par x°, nous patviendrons à une fimple 


équation du prémier degré, qui donnera 


1 


x dégagé de fignes radicaux, 


D'ALGEBRE, 
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130. 


Si donc la racine —= fi p x 


qu'ainfi ff- bx Herr dx ; 

ra TER En Jobs Sa 
H2fpxtifqxx- T2pqx Hgg, les 

ppxx 
premiers termes difparoiflent d'eux-mêmes; 
quant aux feconds, on les chaffera en fai- 
: i ee 
fant #—2fp, ou p— À, &il faudra, pour 
les troifiemes, que c—2f9+pp, ou JE 
cela pofé, les autres termes féront divi- 
fibles par x’, & donneront l'équation d 
| > I 


ex—2pq—qqx, de laquelle on tire 


Or il eft facile de voir que cette mé- 
thode ne méne à rien, quand le fecond 
& le troifieme terme manquent dans notre 
formule, c’efl-à-dire que tant 2 que c=o; 
Car alors po & 9=0; par conféquent 
E d'où Pon ne peut ordinairement 


tien conclure, parce que ce cas donne 
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évidemment dxLext—o, & qu'ainfi 
notre formule devient égale au quarré ff. 
Mais c’eft fur-tout pour les formules telles 
que ffex*, que cette méthode n’eft 
d'aucun ufage, puifque dans ce cas d étant 
aufi =o, on trouve pareillement x=o, 
valeur qui ne conduit à rien de plus. Il en 
eft de même, lorfque / & d=—0 , eft- 
à-dire que le fecond & le quatrieme terme. 
manquent , & que la formule eft ff-cxx 
ex; car dans ce cas P= & =, 
d’où réfulte x=0, comme onle voit aufi- 
tôt, & ce qui n’eft d'aucun ufage ultérieur. 


IL.) Réfolution de la formule 
Var Ecxx dx Hegger’ 


On pourroit réduire cette formule aw 


cas précédent, en fuppofant x—!; car, 
F , ÿ 


comme il faudroit alors que la formule 4 
c dE ges ; 
E ft un quarré, & 
KSW SA 
que dans ce cas celle-ci refte un quarré, 
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fi on la multiplie par le quarté y‘, on n'au- 
roit qu'à faire cette multiplication, & on 
obtiendroit la: formule a *Fey cyy 
—dy+-2g, qui eft tout-à-fait fmblable à 
la précédente écrite à rebours. 

Mais on n’a pas befoin de pafler par ce 
procédé ; on n'a qu'à fuppofer la racine 
—=gxx—-px-g, ou dans l'ordre inverfe, 
qpr gxx, & on aura a+bxtcxx 
Hd Hegar = tapqxtiggxx 

pps 
—20px° —pox*; or les cinquiemes termes 
fe détruifant ici d'eux-mêmes, on déter- 
minera d’abord p, de maniere que les qua- 
triemes termes fe détruifent pareillement, 
SP; ou p= $ 
enfuite on déterminera auff q, afin de cha 


ce qui arrive quand d. 


fer les troifiemes termes > & on fera pour 
cet effet c 287--pp , ou 7=7 

fait, les deux premiers termes fourniront 
l'équation a 8x — 99 2pgx , d’où l'on 


aq qq—a 


tire agb OU w= e 
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I 33: 

Nous retrouvons ici le défaut que nous 
avi ns remarque é ci- de eilus dans le cas où le 
fecond & le quatrieme terme manquent, 
c'eft-à-d. que /=o & d=0; eneffetontrouve 


alors p =o Sega É doncx=*#; or 
cette valeur étant infinie, ne mene pas 
plus loin que la valeur x—o, dans le pre- 
mier cas; d’où il fuit que cette méthode 
ne peut du tout éfre employée pour les 
expreflions de la forme a4-cx*+po xt 


134. 
Il a Réfolution del la formule 


cette Fa à Pune & Pautre des deux mé- 
thodes , dont on vient de faire ufage ; caf 
d’abord, à caufe que le premier terme eft 
un quarré , on peut prendre pour la racine 
f+-px—Hqxx, & faire évanouir les trois 


Premiers termes ; 'enfuite , comme le der- 


nier terme eft pareillement un quarré, on 
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peut aufli faire la racine —g—-pxoxx, 
& chafler les trois derniers termes , au 
moyen de quoi on trouvera même deux 
valeurs de x. 

Mais on peut traiter auff cette formule 
par deux autres méthodes qui leur appar- 
tiennent particuliérement, 

Dans la premiere on fuppofe la racine 
—=f+px+pxx , & on détermine pde façon 
que les feconds termes fe détruifent ; c’eft- 
à-dire que, comme il faut que ff—bx 


cxx dx? + gex" —=ff +2 fox 2 foxx 


ppxx 
de gpx’ 


& puifq fque de cette maniere ta ant 


ggx*, on fait b=2fp ou p 
E 5 

les feconds termes que les premiers & les 

derniers termes fe détruifent, on pourra 

divifer les autres par xx, & on aura l'équa- 

tion c—-dx=2 e terta gpx, dè laquelle 

on tirera x 

on doit fur-tout que ici que comme 

dans la formule on ne trouve g qu'à la fe- 

conde puiflance, la racine de quat 

ou g, peut fe prendre tant ni 
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pofitive , & qu'il réfulte de-là qu’on obtient 
encore une autre valeur de x, favoir x 


pp-afg-e 
a i 


I 3 ÿ. 

ILeft, ainfi que nous l'avons dit, encore 
une autre maniere de réfoudre cette for- 
mule: elle confite à fu >pofer d’abord, 
comme auparavant, la racine =f+-px 
gxx, & à déterminer enfuite p de 
maniere que ce foient les quatriemes ter- 
mes qui fe détruifent; cela fe fait en fup- 


pofant dans l'équation fondamentale d 
d 


—2£P ; CUP 


g car puifque les pre- 
miers & les derniers termes difparoiffent 


pareillement , on pourra divifer les autres 


par x, & il en réfultera l'équation b-c% 

3 Bafp 
==2/p+ 7 r 
fi =ó 2/8 +pp—€ 


De plus nous avons à remarquer que com- 


x+ppx , qui donne.x = 


me dans la formule le quarré ff fe trouve 
feul, on peut fuppofer également que fa 
racine foit —f, & quwainfi on aura aufi 

ze De forte que cette méthode 
auffi fournit deux nouvelles valeurs de x» 


er 
& 


DA L CE BRE: 16t 


& que par conféquent les méthodes que 
nous avons employées, donnent en tout 
fix nonvelles valeurs, 


136. 


Maïs ici fe préfente de: nouveau cette 
circonftance ficheufe , qui fait que le fe: 
cond & le quatrieme terme manquant, où 


à & d étant =o » Onine peut trouver pour 


x aucune valeur qui réponde à notre büt; 
de forte qu'on ne peut parvenir àréfoüdre 
la formule fcxx—ooxt. En effet, fi 
=o &d=—0, ona par l'une & Pautre voie 
P=o; & la premiere donnant GER 
& l’autre donnant x=o , elles ne font pas 
Plus propres l’une que l’autre à fournir des 
conclufions ultérieures. 


I 37- 

Voilà donc les trois formules auxquelles 
On peut appliquer. les méthodes que nous 
avons détaillées jufqu’ici ; :& fi dans la for- 
mule propofée ni l’un ni lautre terme n’eft 
Un quarré, il n'y aura aucun fuccés à ef- 
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pérer avant qu'oh ait trouvé une valeur de 
x telle que la formule devienne un quarrés 
Suppofons donc que nous ayons trouvé 
que notre formule devient un quarré dans 
le cas de x=} , où que a-Hbh--chh-4-dh" 
Heh kky fi nous faifons x—4+7y, 
nous aurons une nouvelle formule dans-la- 
quelle le premier terme fera kk, c’eft-à- 
dire un quarré ,-& qui par conféquent re- 
tombera dans le premier cas. On peut aufli 
faire ulage de cette transformation , après 
avoir déterminé par les méthodes précé- 
dentes une des valeurs de x, par exem- 
ple x=—}; on n'a qu'à faire alors x=—4--y, 
& on parvient à une nouvelle équation fur 
laquelle on peut. opérer de la.:même ma- 
niere. Les valeurs de x qu’on aura trous 
vées de cette façon, en fourniront de nou- 
velles; celles-ci encore d’autres, & ainf 
de fuite, 


138. 


Mais il eft fur-tout à remarquer qu'on 


ne peut en aucune maniere efpérer de ré 
foudre les formules où le fecond & le qua’ 
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trieme terme manquent, avant que d’avoir, 
pour ainf dire, trouvé une folution ; & 
quant au procédé qu'il faut fuivre après cela, 
nous allons le mettre fous les yeux en l'ap- 
pliquant à la formule a-ex*, qui eft une 
de celles qui fe préfentent le plus fouvent. 

Suppofons done qu'on ait trouvé une 
valeur x==4, & qu'on ait aek! =—kk; 
fi l'on veut trouver par-là d’autres valeurs 
de x, on fera x—#+y, & il faudra que 
la formule fuivante , ahekt+ entry 
Gehhyyaehy Hey, foit un quarré; 
or cette formule revenant à celle-ci, kk 
eh yH 6ehh yy + 4ehy? Heyt; d 


tient à la premiere de nos trois efpe 


ppar- 
ainfi nous ferons fa racine quarrée - 

Hayy , & la formule elle-même 

féquent égale au quarré Xk-42 


L2pgy +gqgy", d'oùil fa 
chafler le fecond terme en détérminant p 
& gen conféquence, c’eft-à-dire en faifant 


2eh° 


40h = rkp; où p=——, & Gehh= 


L 
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Gehh— _ 3ehhkk—zeeh" 
pps où = = I, 
_ Phlzkk—zeh" ) ehh(KK+2a) 
SR RE 


ou enfin g= 


à caufe de eh —kk—a; après cela les 
termes reftans, divifés par y’, donneront 
4ch+ey=2pq+#ggy, d'où lon tire y 
shpa. 

q7 —e 
tion peut fe mettre fous la forme 


gehk* — 4eeh' (kk+2a) 
Dooa 


; le numérateur de cette frac- 


, Où, à caufe de 


eh —kk—a, fous celle-ci, 
4chkK— 4eh(kk—a)(kKk+2a) 
E 
__ 4eh(—akk+ 24°) 
í Le 


__ 4aeh(2a—kk) 
k° $ 


Quant au dénominateur 9g—e, il devient 


__e(kk—a)(kk+ a) —ekf 
= T 


ES y PRE 
nt Rue, ain 


Fr. 
la valeur cherchée fera y= Se. 
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i kE ida, 
° ael 3 k= gaa)? NI i z 2, & par 
conféquent = Ka, ou x 
se — Bakk + qaa) 
4aa— 3k* 
Si donc on fubftitue cette valeur de x 
dans la formule a+-ex* 
quarré ; & fa racine, que nous avions fup- 


pofée kpy—+9yy, aura cette forme, 
ep 0 Ge 
e ed. 
que , comme nous avons vu, =, q 
ee dr 


, elle devient un 


139. 

Continuons de confidérer la formule æ 
ex, & puifque le cas a—eh =kk eft 
connu, regardons-le comme fourniffant 
deux cas différens à caufe de x=——+-# & 
de x——}# ; nous pourrons par cette rai- 


on transformer notre formule en une autre 


L ii 
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de la troifieme efpece, dans laquelle 

premier & le dernier terme font des quarrés. 
Cette transformation fe fait par un artifice 
qui eft fouvent d'une grande utilité, & qui 


bo 
y 


confite à faire x—=#4*%) ; Ja formule dê- 


ay) penta) 
vient par-là PIS D 222} š 


-6kkyy+ 4(kk— 2a)y’ + + -kky* 


Ce 5 


la racine de cette for- 


ou bien 
mer) 


Qu'on fuppofe 
mule, conformément au troifieme cas, 
k4p k r , 
= — , en forte que le numérateur 
de notre formule devra être égal au quarré 
kk- akpy = akkyy—zkpy kky"; que 
FPPIY 
Ton chaffe les feconds:termes, en faifant 
Akk—8a—2kp, ou paiia, qu'on di- 
yife les autres termes par yy, & on aura 
EM AQU 26)y =i Fpp —akpy s 
ou y(4kk—8a-+zkp)j=pp—8kk; 
M & pk akka, i 


16akk 


kk 
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{— 4akk- + 4aa 
kk(akk—4a) : 
frouyer maintenant, nous avons d'abord 


kt 8akkuaa Di 
ge kk (akk ee, & en fecond 


Si nous voulons 


a . «ty 
Pain ee 


4a ) Ty 


& par conféquent 


— 8 akk- dE 424 
4aa 
refte la même valeur que nous ayons déjà 


==, hry mais. cet” au 


trouvée ci-deflus. 
140: 


Soit, pour appliquer ce réfüulrat à un 
exemple, la formule 2,4*—1 qui, doive 
devenir un quarré, Nous avons ici a——1 
& e—2; & le cas connu où la formule 
eft un quarré, eft celui où x—1 ; aini 4 
1 & KK—1, C’eft-à-dire £—1} Donc 
nôus aurons la nouvelle valeur x rire 
+135 & puifque-la quatrieme -puif 
fance de x fe trouve feule, on peut écrire 

L iv 
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auf x=- 13, & de-là réfute 2x4 
= 57121 =(239)> 

Si nous regardons à préfent ceci com- 
me le cas connu, nous avons 13 & k 
239, & nous obtenons une nouvelle 
valeur de x, qui eft x=f15730721+27848844 


2447192163 4 
m — 8159590213 = 10607469760 


272447192159 I 2447192159 * 


T41. 


Nous allons confidérer de la même ma- 


„I 


niere la formule un, peu, plus générale, a 


“cxx—ext, & nous prendrons pour le 
cas connu, où elle devient un quarré , x 
A; de forte que-ah-chh eh kk. 
Suppofons donc , afin de trouver par-là 
d’autres valeurs, que x==h-Hy, & notre 
formule prendra la forme füuivante : 
a 
chh- zchy +cyy 
ek taek y + Gehhyy + pehy’ F eyt 
kkt (acht geh yy let 6ehhyy+4ehy tayi 
Le premier terme étant un quarré, nous 
fuppoferons que la racine quarrée de-cette 
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formule et k-Hpy-+qyy ; & la formule 
elle-même devra être égale au quarré kk 
ty 2kgyy + e gay" à déter- 
PPIY 

minons à préfent p & q, afin de retran- 
cher les feconds & les troifiemes termes, 
nous aurons pour cet effet 2ch4+4eh=2Kp, 
der us & c+6ehh— gps 
et6ehh=pp., 

2 À 
vans étant divifés par y’, fe réduifent à 
l'équation 4ek—ey—2pq+-99y , qui donne 
enfin Je 
la valeur x—4+-y , qui fait que la racine 


ou g= maintenant les termes fui- 


& par conféquent aufi 


quarrée de notre formule elt k-Hpy+gyy. 
Si après cela nous regardons ce nouveau 
cas comme le cas donné, nous pourrons 
trouver un autre nouveau Cas, & conti- 
ñhuer de la même maniere autant que nous 
Youdrons. 


142 


À 
T 

Rendons Particle précédent plus clair, 
En l'appliquant à la formule 1—xx-xt, 
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dans laquelle a=4 , «1 & er. On 
voit aufli-tôt que le cas connu eft x=1, 
& qu'ainfi A1 & k- 

donc : y; & la racine quarrée de 
notre formule =14pygyy, il faudra 
3 m: o j. 

d'abord que p—1 & enfuite q—23.8.ces 
valeurs donnent y=0 & x 


Si nous faifons 


; or voilà 
le cas connu, & on wena pas trouvé un 
nouveau; mais c'eft qu'on peut prouver 
d’autre:part que la formule propofée ne peut 
devenir un quarré que dans les cas de x 
oi de =r 


143. 


Soit donnée auffi pour exemple la for- 
mule 2—3xx-Lixt, où Le —7 


2; 
& «—2, Le cas connu fe trouve aifément ; 
il eft x=1 ; aini =r & Ki, Si donc 
on fait x=1-}y , & la racine —1--py 
Fy» on a pi & q—4, & de-là ré- 
fulte y=0 & x=; ce qui weft, comme 
ci-deflus, rien de nouveau. 
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144. 
Autre exemple. Soit la formule 1+-8xx 
xt, où ai, cm8 & eci. Une lé- 
gere confidération fuflit pour remarquer 
le cas fatisfaifant x= 2; car, en fuppo- 
fant —2, on trouve £—7; ainfi faifant 
x—2—y, & la racine —7+-py FWY» 
te 3 R, 372 

on aura p= z & q = 533 
1960 gr x —— 5, & on peut omet- 

agii igr i S 

ns ces valeurs le figne moins. Mais 
obfervons de plus dans cet exemple , que, 


puifque le dernier terme eft en foi déjà 


d'où réfulte y 


un quarré, & qu'il doit donc demeurer aufi 
un quarré dans la nouvelle formulé, on 


peut également pliquer ici le procédé 


indiqué pour les cas de la troifieme efpece. 


Soit donè comme auparavant x=—= 2- 


& nous aurons 


5 


tran{- 
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former en un quarré de plufeurs manieres 
Car d'abord on peut fuppofer la racine =7 
—+py+yy, & par conféquent la formule 
égale au quarré 49+-14py-1 4yy-2py" 
PPS 
y"; faire évanouir les pénultiemes ter- 
mes par la fuppofition de 2r—8, ou de 
p=4; divifer les autres termes par y, & 
tirer de l’équation Re A à 
—+ppy=5 6307; la valeur y=— 4 & 
X——1, Où x=} 2 , ce qui weft à la vé- 
rité que le cas déjà connu. 


Mais fi l’on cherche à déterminer p de 


façon que les feconds termes difparoiffent, 
on aura 14Pp==64, & p=; & les au- 
tres termes, divifés par yy, formeront 
l'équation r4-ppr2py=324-87, ou 
-F 3=32+8y, d'où lon tire es 


& par conféquent x=— 


& cette valeur transforme notre formule 
en un quarré, dont la racine et #!, De 
plus, comme —yy neft pas moins ala ra- 
cine du dernier terme que ne left +yy, 
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on peut aufli fuppofer la racine de la for- 
mule —7—-py—yy, où la formule même 
491 4py—14yy—2py y; on fera 

FPPIY 


évanouir les termes pénultiemes, en fup- 
pofant 8——2p, où p=— 4; & divifant 
les autres par y, on trouvera 64+32y 
=14p—14y pp} = 5627, ce qui 
donne y——4, c’eft-à-dire de nouveau 
le cas connu. Que fi l'on vouloit chaffer 
les feconds termes, on auroit 64—14p;, 
& p=?; par conféquent en divifant les 
autres termes par IV» on obtiendroit 32 
AE ne AT A += 
—%y , d'où l'on tireroit y=— t & x 
—7%%+, c’eft-à-dire les mêmes valeurs que 
nous avons trouvées ci-deflus. 


145: 


On peut procéder de la même maniere 
à l'égard de la formule générale a+-4x 
exx-dx3 ext, quand on connoît un 
cas comme x=% , dans lequel elle devient 
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un quarré kk; la méthode eft toujours de 
fuppofer enfuite x—4+y; on obtient par-là 
une formule d'autant de termes que Pau- 
tre, & le premier defquels et kks fi après 
cela on exprime la racine par k+py+qyy 3 
& qu'on détermine p & q de maniere que 
les feconds & les troifiemes termes difpa- 
roiffent aufi, les deux derniers, pouvant 
être divifés par 3, fe réduifent à une fim- 
ple équation du premier degré, de laquelle 
on tire facilement y , & par conféquent 
auffi la valeur de x. 

Mais on fera cependant, comme aupa- 
ravant, obligé d’exclure un grand nombre 
de cas que donne cette méthode ; favoir 
ceux où la valeur qu'on trouve pour x, 
weft autre que celle de x=}, qui étoit 
donnée , & dans lefquels par conféquent 
on n’a pas fait un pas en avant; ces fortes 
de cas indiquent ou que la formule eft im- 
poflible en elle-même, ou qu'il faudroit 
trouver encore quelqu'autre ças où elle 
deviné un quarré. 
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Et voilà jufqu'où on eft parvenu jufqu’à 
préfent dans la réfolution des formules qui 
font affeétées du figne de la racine quarrée. 
On n’a fait encore aucune découverte pour 
celles où les quantités qui font fous le figne 
paflent le quatrieme degré, & lorfqu'il fe 
préfente des formules qui renferment la 
cinquieme puiffance ou une puiflance plus 
haute de x, les artifices que nous avons 
développés ne fufifent pas pour les ré- 
foudre , quand même on auroit un cas 
donné. 

Pour qu'on puifle mieux fe convaincre 
de la vérité de ce que nous difons, nous 
confidérerons la formule kk- bx- cx 
-dx5 ext +-fx5, dont le premier terme 
eft déjà un quarré. Si on vouloit, ainfi 
qu'auparavant, fuppofer la racine de cette 
formule, =k- px4-qxx , & déterminer 
p & q de maniere à faire difparoître les 
feconds & les troifiemes termes, il refte- 


roit cependant toujours encore trois termes 
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qui, divifés par x3, formeroient une équa- 
tion du fecond degré, & on ne pourroit 
évidemment exprimer x que par une nou- 
velle quantité irrationnelle, Mais voulût- 
on fuppofer la racine =Æ4+px-+gxx+ras, 
fon quarré monteroit à la fixieme puiflance, 
& quand même, par conféquent, on dé- 
termineroit p, g &r de façon à retrancher 
les feconds , troifiemes & quatriemes ter- 
mes, il n’en refteroit pas moins la qua- 
trieme , la cinquieme & la fixieme puit- 
fance; & en divifant par x4, on ne laif- 
feroit pas d’avoir une équation du fecond 
degré, qu'on ne pourroit réfoudre fans le 
fecours d'un figne radical. On voit par-là 
qu'en effet nous avons épuifé ce qu'il y 
avoit à dire fùr les formules qui doivent 
être transformées en des quarrés, & il ne 
nous refte quà paffer aux quantités affec- 
tées du figne de la racine cubique, 


eA Na 


CHAPITRE 
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em mme mom -a 


CH A PTA*RE. X. 
De la Méthode de rendre rationnelle la for 


Q # 347 
mule irrationnelle yy a 


147: 
Ox cherche donc à préfent des valeurs 
de x, telles que la formule a-bxtcxx 
dx’ devienne un cube, & qu’on en puifle 
extraire la racine cubique. Nous prévien- 
drons. aufli-tôt qu'on ne pourroit efpérer 
aucune folution de cette efpece, fi la for: 
mule pañloit le troifieme degré; & nous 
ajouterons, que fi elle n’étoit que du fecond 
degré, c'eft-à- dire que le terme dx’ dif 


À SALUT 7 s 
-Parût , la folution n’en deviendroit cepen- 


dant pas plus facile. Quant au cas où les 
deux derniers termes difparoîtroient , & 
dans lequel ce feroit la formule a—bx qu'il 
Sagiroit de réduire en cube ; On voit allez 
Qu'il ne fouffre aucune difficulté, & qu'on 
Wa qu'à faire a--bx==p", pour trouver {ur 
le champ és 
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Nous devons remarquer deïnouveau, 
avant que d'aller plus loin , ‘que. lorfque 
ni le premier ni le! dernier terme ne font 
des cubes, on ne doit pas penfer à réfoudre 
la formule, à moins qu'on ne connoiffe déjà 
un cas où elle devient un cube, foit que 
ce cas fe préfente naturellement , foit qu'on 
ait été obligé de le chercher par le tâton- 
nement. 

Ainfi nous avons d’abord`trois:efpeces 
de formules à confidérer: l'une a lieu quand 
le premier terme eft un cube; & comme 
alors la formule s'exprime par f4bx-Ecxx 
-Hdx , on s’'apperçoit immédiatement que 
le cas connu eft celui de x=—0o. La feconde 
efpece comprend la formule abx- exs 
px, c'eft:à-dire le 
La troifieme efpece 
enfin eft compofée des deux premieres, 
& comprend les cas dans lefquels tant le 


as où le dernier 
terme eft un cube. 


premier terme que le dernier terme eft un 
cube, 
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Premier cas; Soit f’HbxpexxA-dx la 
formule propofée qu'il s’agit de transformer 
en un cube, 

Suppofons que fa racine foit —f}-px, 
& par conféquent que la formule foit égale 


au cube F3 ffpx3fppex-bpe ; com- 
me les premiers termes difparoiffent deux- 
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mêmes, nous déterminerons p de façon à 
faire difparoître auffi les feconds sais 
favoiten faifant b=3 ffp, où p= $ $5 
préfentement les termes reftans, étant di- 
vifibles par xx , donnent cHdx=3 fpp+px, 


RE fn 
ini s= pd" 


Si le dekë terme dx ne s'étoit pas 


trouvé dans la formule, on auroit pu fup- 
Pofer fimplement la racine cubique = 
& on auroit en P= fP- bsp exs, anh 
Fex=o & r= jee mais cette valeur 
Wauroit pu fervir à en trouver d’autres. 


M ij 
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Deuxieme cas. Sien fecond lieu l'expref- 
fon propolée a cette forme, a+-bx-—-cxx 
-ox , onindiquera fa racine cubique par 
p-bex: dont le cube eft p+-3oppx4-3e0px 
gx, de forte que les derniers termes 
fe détruifent; maintenant qu'on détermine 
pde façon qu'aufli les pénulriemes difpa- 
roiflent: cela fe fera en fuppolant c==3g8p 


oup=<;, & les autres termes donneront 
3e ANS 
enfuite a--hx=p4-30px, d'où lon tire 


Si le premier terme a avoit manqué , on 
auroit pu fe contenter d'exprimer la racine 
cubique par gx, & on auroit eu g°x7—6x 
+cxx+8 x, où o—=b-cx, donc 4 
mais cette valeur ordinairement ne fert de 
rien pour en trouver d’autres, 

TSI. 

Troifieme cas. Soit enfin troifiémement 

PHbxosx-pgns, d 


la formule ans la“ 
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quelle le premier & le dernier terme font 
des cubes ; il eft clair qu'on pourra la traiter 
comme l'une & comme l’autre des deux 
efpeces précédentes , & par conféquent 
qu’on pourra obtenir deux valeurs de x. 

Mais outre cela on peut auffi faire la ra- 
cine —f—+ex, puis ég galer la formule au 
cube f5 3 ffo: fe gaxo, & à 
caufe que les premiers & les derniers ter- 
mes fe détruifent , & que les autres font di- 
vifibles par x, parvenir à l'équation b-p cx 
=3ffz+3fegx , qui donne x= A 

T52 


Lorfqu’au contraire la formule propofée 
appartient à aucune des trois efpeces ci- 
deflus, on n’a d’autre reflource que de 
chercher à trouver une valeur qui change 
cette formule en un cube; enfüite ayant 
trouvé une telle valeur, par exemple, x 
=}, de forte que ah -chh td, 


on fuppole x=#<+y, & fubitituant on 
trouve 


M ij 
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a 
bht by 
chh2chy +cyy 
dk E3dhhy3dhyy dy 


PH Cbach+3dhh)y+(c+3dh)yy+dp. 
Cette nouvelle formule appartenant à la 


premiere efpete, on fait comment on doit 
déterminer y, & on trouvera par-là une 
nouvelle valeur de x, qu'on pourra faire 
fervir enfuite à en trouver d’autres, 
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Eclairciflons cette méthode par quelques 
exemples, & fuppofons d’abord qu'on de- 
mande que la formule 14-x—xx, qui 
appartient à la premiere efpece , devienne 
un cube. Nous pourrions faire aufli-tôt la 
racine cubique 1, & nous trouverions 
x—xx=o, c'eft-à-dire x(1+4-x)=0, & 
par conféquent , où x=0 où x=—1 ; 
mais nous ne pourrions rien conclure de:là. 


Ecrivons donc pour la racine cubique 1 


“px, & comme le cube en et 1+-3px 
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3ppxt—+px ; nous aurons 1 
ou P=;; moyennant quoi les autres ter- 
mes étant divifés par xx, donnent 1=3pp 
7 pp z A 
px, ou x Te 5, OT PS; ainft 
P 
18, & notre formule eft 118 


+324—343, & la racine cubique, 1+px 
=7. Sinous continuons à préfent, en fai- 
fant x=18-}y, notre formule prendra la 
forme 343-k37y—-yy, & il faudra par la 
premiere regle en fuppofer la racine cu- 
bique —7-—+py ; en la comparant après 


cela avec le cube 343 147py--21ppyy 
øy’, nous voyons qu'il faut faire 37 


=147p, Où p=}; les autres termes don- 

nent en ce cas l'équation 1=—21pp+pty, 

1—=21pp 
P 

qui peut 


d'où nous tirons la valeur de y= 


340.121.147 __ 1049580 
7 37 TT 50654 ? 
Conduire de la même maniere à de nou- 


Velles valeurs. 


M iv 
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154 

Soit. propofé d'égaler à un cube cette 
autre formule 2+-xx. Comme on trouve 
aflez aifément le cas x=5$, nous ferons 
aufli-tôt x=5 y, & nous aurons 274-107 
yy s nous en füppoferons la racine cu- 
bique =3-+py, ainfi la formule même 
27-+27p)-9ppyy + p y, & nous au- 


rons à faire 10—27p, ou P=}; doncr 


=p + Py; & Je 


1000 
6r 8 
= & x 38 ; par-là notre formule 
: une mu 2146689 : 
devient 2-xx= 2%, dont la racine 
cubique ne peut manquer d’être 3+ey 
— 129 


155. 


Voyons aufi fi certe formule-ci, r-H, 
peut devenir un cube hors des cas évidens 
dé x=: & de #——1. Nous remar- 
quons d’abord que, quoique cette formule 
appartienne À la troifieme efpece, la ra- 
cine 14-x ne nous eft cependant d'aucun 
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ufage, parce que fon cube 1 3x xx 
“x, étant égal à la formule, donne LE 
3xx=o, où x(1-x) 0, c'eft-à-dire 
de nouveau x=o, ou x—=1. 

Que fi nous voulions faire X=—1+-y, 
nous aurions à transformer en cube la for- 
mule 3y—3yy#y", qui appartient à la 
feconde efpece; ainfi füppofant fa racine 
cubique =p-}y, ou la formulè même 
épale au cube P'Æ3ppy+-3pyy +9, nous 
aurions —3 =3p où p==— r, & de-là 
l'équation 3Y=P PP} = iy qui 
donne y =}, ou infini; de forte qu’on ne 
tire aucun parti non plus de cette feconde 
fuppoñtion. Il ne faut pas s’en étonner, & 
Ceft en vain qu'on chercheroit d’autres 
Valeurs pour x; car il eft démontré que 
la fomme de deux cubes, comme Bt, 
ne peut jamais devenir un cube; ainfi, en 
faifant r=1 , il eft clair que la formule, 
1x, ne peut devenir un cube que dans 
les cas que nous avons dit. 


Erémens 


156. 


On trouvera pareillement que la for- 
mule, 2x, ne peut devenir un cube 
que dans le cas x=— 1. Cette formule 
appartient à la feconde efpece ; mais on 
ne peut y appliquer la regle donnée pour 
ce cas , parce que les termes moyens man- 
quent. C’eft en fuppofant x=—i 4y; ce 
qui donne 13y —3yy4-y*; qu'on peut 
traiter la formule fuivant tous les trois cas, 
& qu'on peut fe convaincre de la vérité 
de ce que nous avançons. En effet, fi daris 
le premier cas on fait la racine 1, 
dont le cube eft 143937, on a 
T3YY—3YY z ce qui ne peut être vrai que 
lorfque y=o. Qu'on fuppofe , d’après le 
fecond cas, la racine ——1-y, ou la 
formule =—153y—3y HN, on aura x 
3y =i 37, & y=} ou une valeur 
infinie. Le, troifieme cas enfin exigeroit 
qu'on fupposät la racine I- y, ce qu'on 
a déjà fait pour le premier. 
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157. 

Soit propofée auffi la formule 34-341, 
qui doive devenir un cube: ce cas a lieu 
premiérement fi y=——1, mais on n’en 
Peut rien conclure, enfuite aufi quand æ 
=z, Qu'on fuppofe , à caufe de ce fecond 
cas, x=2-}y, on aura la formule 27 
3671877 +39 ; & comme elle eft 
de la premiere efpece, on fera fa racine 
=3+-py, dont le cube et 27+-27py 


-oppyy+-py ; comparant maintenant, 


on trouve 36==27p où p—$, & de-là ré- 


fulte l'équation 18 3y—0pp+-py =16 
+%y, qui donne y=, & par confé- 


17.2 
720 3 
quent x. Donc notre formule 34+3x 


26 , . 
=) & fa racine cubique 3py 


=; & cette folution fournira de nou- 
velles valeurs, fi l’on en fouhaite, 


158. 


Confidérons encore la formule 44-xx, 
qui devient un cube dans deux cas qu'on 
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peut regarder comme connus , favoir x=—2 
& x—11. Si nous faifons d'abord x—2 
y, ce fera la formule 8--4y—-yy qui 
devra être un cube dont la racine foit 2 
Fy, & ce cube érant 8-47 tF yy 
y; nous trouvons r= iy; donc 
Y=9 & x=11 , c'eft-à-dire le fecond cas 
donné. 

Si nous fuppofons à préfent x=1 1, 
nous avons 12$—-22y—yy, ce qui étant 
égalé au cube de spy, ou à 125 —7$py 
1sppyy—py, donne P=, & par- 
B 1—15 pp Hpy , ou Py=1—15;pp 
= ei & par conféquent y—=— 


CRE ST 


10643 * 


122625 


10648 ? 


Puifque x peut également être négatif 


& pofiif, fuppofons r= > & notre 


$ 8--8y 
formule deviendra PE nA ce qui doit 


être un cube; multiplions donc les deux 
termes par 1—y, afin que le dénominateur 
devienne un cube , & nous aurons 


8—8y-+8yy—8y ' 
en s & ce ne fera plus que 
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le numérateur 8—8y+8yy—8y, ou, en 
divifant par 8, que la formule 1—+-yy 
—y’ qu'il s'agira de transformer en un 
cube. Cette formule fe rapportant à routes 
les trois efpeces, conformons-nous d’abord 


à la premiere, en prenant pour racine 1 
—;y ; le cube en et 1 —y4°yy—7 
J’; ainfi nous ayons 1—y=; "y, ou 
27 —27y=9—y ; donc y=; donc 1 
ar CE don ET 4 
comme auparavant. 

On trouveroit le même réfultat, en re- 
gardant la formule comme de la feconde 
efpece. 

Enfin, fi on vouloit s’en tenir à la troi- 


fième & prendre pour racine 1—y, dont 
le cube et 1—3y—3yy—7", on auroit 


—1#y=—3"- 5537, & y=i 5 ainfi es 


ou infini, & par conféquent un réfultat qui 
weft de nul ufage. 


159. 
Mais puifque nous connoiffons:déjà les 
deux cas, x=2 & x==11; nous pouvons 
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auf faire v= 


fiy=o, on a x- 
x=- ir. 


Soit donc x—? 


; Car, moyennant cela, 
; & fi y=, onr a 


2+11y 


5» & notre formule 


devient 4=7-1# 
845 ry 35 yy 
GEY 


termes par 1- y, afin que le dénomina- 
teur devienne un cube, & ce fera le nu- 
mérateur 8—60y--177yy—-12 59 qu'il 
s'agira de transformer en un cube. Si pour 


~ ; multiplions les deux 


cet effet nous fuppoñons la racine —24+57y, 
nous verrions difparoitre non-feulement les 
deux premiers termes, mais auf les der- 
niers. Ce fera donc à la feconde efpece que 
nous rapporterons notre formule, en pre- 
nant pour racine psy; le cube en eft 
PHIS 7 5PYY—-125y ; ainfi nous 
ferons 177—75p, ou P=, & il en ré- 
fülte 8460y =p F15 Ppy, ou Ru 
=», RE D, d'où l’on pourroit 
tirer une valeur de x, 

Mais on peut fuppofer aufi x, 
& dans ce cas notre formule devient 
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jose rare S PE, 
127 9 
de forte qu’en multipliant Les deux termes 
Par.1=y, on à 828y-89ÿy—125y* 
àitransformer en un cube. Si donc nous 
fuppofons, conformément au premier cas 
la racine =2+-7y, dont le: cube eft 8 
287 y nous avons 89 
g 343 3718 
FLE y, oiya, & par 
éoféquent: Y= m2; d'où l'on tire $ 
2a 
Sri teft-à- une une des valeurs déjà 
connues. 

Mais confidérons plutôt notre formule 
rélativement au troifieme cas, & fuppo- 
fons-en la racine —=2—;y; le cube de ce 
binome étant 8-—Goy—-1soyy—1257?, 
noùs aurons 28—-89y——601507; 

dan) que. est 
donc y ä> d'où l’on tire r= z 
forte que nótre:formule devient = A : 
72 


106 


ou égale au cube de LS 


160. 
Voilà donc les:méthodes dont on eft en 
poffeffion quant à préfent ; pour réduire 
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des formules telles que celles qué nous 
avons confidérées , foit à un quarré, foit 
à un cube, pourvu que la plis hatte puf 
fance de inconnue ne palle pas le qua- 
trieme degré dans le premier cas, ni'le 
troifieme dans le fecond cas. 

On pourroit ajouter encore la queftion 
de transformer. une formule propofée: en 
un quarré-quarré, dans le cas où l’incon- 
nue ne pafleroit pas le fecond degré. Mais 
on obfervera que fi une formule, telle que 
a+-bxexx, doit être un quarré-quarré, 
il faut premiérement qu’elle foir un quarté, 
après quoi il ne reftera qu’à faire de Ja ra- 
cine de ce quarré un nouveau quarré,, pat 
les regles que nous ayons données pour 
cela. Que xx-7, par exemple, doive 
être un bi-quarré, on fera d’abord un 
quarré, en prenant x » où bien 
aufi r=; la: formule alors devient 


Dre arré 2 1499PP-#-49p" 
égale au quarré 22177 TAR 
P ; 4pP99 7 


22 d+1499pp#49p" 


dont il faut tranf- 
4PPIT 


former 
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former la racine E pareillement en un 
quarré ; qu'on multiplie dans ce deffein les 
deux termes par 2pg, afin que le dénomi- 
nateur devenant un quarré, on n’ait à trai- 
A y ENS ; | 

ter que le numérateur 2pq(7pp+-99). On 
ne peut faire un quarré de cette formule, 
qu'après avoir déjà trouvé un cas fatisfaie 
fant; ainfi fuppofant g=p}7, il faudra que 
r y y Paican tl ya 
la formule 2pp7(7Pp+ppzz =2pP 0 F7) 
& par conféquent aufi} en divifant par 
r'; que la formule 24(74-77) devienne un 
quarré. Le cas connu eft ici ?—1, eft 
pourquoi on fera ?=1+y, & on aura 

te po AS 
CEBA) = 164 20y +F 6yy 
2y, dont on fuppofera la racine =4 
atA P Lee ar al 

Hys le quarré 16207 Z yy était 
égalé à la formule, donne 27; 


donc y=§ & 7—2. Or 4=?; ainfi 9=9 


. 6 + 
& p=8, ce qui rend x}, & la for 
279841 


mule 7-xx =t Si enfin on extrait 

la racine quarrée de cette fraftion ; on 

trouve À, & tirant encore de celle-ci la 

racine quarrée, on trouve donc c’eft 
Tome II, N 
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dé 
ia 


que la formule propofée eft le quarré- 
quarre. 


16i. 


Enfin nous avons-à remarquer -encore 
dans ce Chapitre, qu'il eft des formules 
dont on peut faire des cubes d’une maniere 
tout-à-fait générale; car fi, par exemple, 
cxx doit être-un cube, on n'a qu'à faire 
fa racine =px #8 on trouve cxx==px, 

3 Te EVA € c 3 
ouc=p x, Ceft-àidire x= 7y ou x=cg?, 
en écrivant = au lieu de p. 

La raifon en eft évidemment que la for- 
mule contient un quarré; c'efk-pourquoi 
toutes les formules, comme a(b-kcx), 
ou abb=rabcx—acxx, peuvent très- fa 
cilement fe transformer en cubes. En effet, 


qu'on en fuppofe la racine cubique = 
on. aura l'équation a(b-cx)° 

PRE Pt A i 
qui, divifée par (2-+ex), donne a=— 


| Aai 2 
d'où l'on tire x= 77 Z valeut dans l4 


c 


quelle g eft arbitraire, 
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Il eft bien clair par-là combien il eft utile 
de réfoudre les formules >pofées en leurs 
fa@teurs toutes les fois que cela eft potlible ; 
& c'eft donc une matiere de laquelle nous 
croyons, avec raifon, devoir traiter au 


long dans le Chapitre füivant. 


nca va ere nr vs 


CHÉAEPIE TREERNE 


De la Réfolution de la fofmule axı 
-cyy en fes fadeurs, 


162, 


L ES lettres x & y ne fignifieront ici que 
des nombres entiers; & nous avons vu 


fuffifamment dans ce qui a précédé, & 
même lorfqu'il falloit fe contenter de ré- 
fùltats fraéHionnaires , que la queftion peut 
toujours être ramenée à des nombres en 
tiers, En effet fi, par exemple, le nombre 
cherché x eft une fraétion, on n’a qu'à 
faire x=}, & on pourra toujours afligner 
2 & uen nombres entiers ; & comme Cette 
Ni 
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fra&tion peut fe réduire à fes moindres ter- 
mes, on regardera les nombres z & u com- 
me n'ayant aucun commun divifeur. 
Suppofons donc que dans la formule pré- 
e & y ne foient que des nombres en- 
& tichons de déterminer quelles 
valeurs on doit donner à ces lettres, pour 
que la formule obtienne deux ou plufieurs 
faéteurs ; c’eft une recherche préliminaire 
très-néceflaire , avant que nous puiffions 
faire voir comment cette formule fe tranf- 
forme en un quarré, un cube ou une puf- 


fance plus hante. 
163. 


Trois cas fe préfentent à confidérer ici- 
Le premier, quand la formule fe décom- 
pole réellement en deux faëéteurs rationnels, 
ce qui arrive, comme nous avons déjà vu 
plus haut, lorfque bb—4ac devient W 
quarré. 

Le fecond cas eft celui où ces deux fac” 


teurs font égaux, & où par conféquent la 


formule eft un quarré, 
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Le troifieme cas a lieu, quand la for- 
mule n’a que des faéteurs irrationnels, foit 
qu'ils foient fimplement irrationnels, foit 
qu'ils foient même imaginaires. Ils feront 
fimplement irrationnels, lorfque bb— 4ac 
fera un nombre pofitif fans être un quarré ; 
ils feront imaginaires , fi bb_yac eft négatif. 


164 


Si, pour commencer par le premier cas, 
nous fuppofons que la formule foit réfoluble 
en deux faéteurs rationnels, on pourra lui 
donner cette forme (fx-koy) (hx-+ky), 
qui renferme donc naturellement déjà deux 
faéteurs.. Voudra-t-on enfuite quelle con- 
tienne d’une maniere générale un plus grand 


nombre de fa&teurs, on n’aura qu'à faire 


fxHey=pg, X hxt-ky=rf; notre for- 


mule deviendra dans ce cas égale au pro- 
duit pgz/, elle contiendra par conféquent 
quatre faéteurs, & on pourra augmenter 
ce nombre à volonté, Or nous obtenons par 
ces deux équations-là pour x une double 
valeur , favoir 428 & x =", ce qui 


N üj 
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donne Apg—hgy=frf—fky, & par con- 


Fico aE A #1; or fi Pon 


féquent LE 
veut que x & y foient exprimés en nom- 
bres entiers, il, faudra donner aux lettres 
P> J, r & f des valeurs telles que le nu- 
mérateur foit réellement divifible par le 
dénominateur ; ce qui arrive lorfque foit 
pP & r, foit g & ffont divifibles par ce 
dénominateur, 
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Pour rendre tout cela plus clair, foit 
donnée la formule xx -Yy qui eft com- 
polée des facteurs (x-y) (x—y). Si cette 
formule doit être réfolue en un plus grand 
nombre de faéteurs, on fera x—y==pg, 
& x—y—rf, & on aura x en, &y 
= =n or il faudra donc pour que ces va- 
leurs deviennent des nombres entiers, que 
les deux nombres pq & zf foient ou tous 
deux pairs ou tous deux impairs. 

Soit , par exemple, p=7 , q y 
& f=—1, on aura pg=35 & r/=3 ; donc 


x=19 & y—16; & de-là réfulte xx—yy 


—10$, lequel nombre ekt compoféen effe 
des faéteurs 7.5.3.1, de forte que ce cas 
ne fouffre aucune difficulté. 


166. 


Le fecond en fouffre encore moins fas 
voir celui où la formule renfermant.deux 
faéteurs égaux, peut fe repréfenter de cette 
maniere, (fx ey) c'eit-à 

uarré, qui ne peut avoir d 

que ceux qui -proviennent-de la-racine fx 
-Heys car fi l'on fait fx- gy =pgr; la 
formule devient —=ppggrry & peut avoir 
par conféquent autant de faéteurs que l'on 
veut. Il faut remarquer de plus que l'un 
feulement des deux nombres x & y eft dé- 
terminé, & que l’autre peut fe prendre-à 
volonté; car =U. & il eft facilede 
donner à y une valeur telle que la fraétion 
difparoïfle, 

La formule de cette efpece la plus aifée 
à traiter, eft xx ; fi l'on fait x=—=pgr, le 
quarré xx renfermera trois faéteurs quarrés, 
favoir pp: gg & rr 

N iv 
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On rencontre bien plus de difficultés 
en traitant le troifieme cas, qui eft celui 
dans lequel notre formule ne peut fe dé- 
compofer en deux faéteurs rationnels; & 
il faut ici des artifices particuliers, afin. de 
trouver pour x & y des valeurs telles que 
la formule renferme deux ou plufeurs fac- 
teurs. 

Nous rendrons cependant cette recher- 
che moins dificile, en obfervant que notre 
formule fe transforme facilement en une 
autre, dans laquelle le terme moyen man- 
que; car en effet on na qu'à fuppofer x 


-b . ne. 
2, pour avoir la formule fuivante: 


w- y AE ë (er saN 
a pbt ry yg 
AIAG nous Or EEEONS aufi-tôt le ferie 


moyen, nous confidérerons la formule 
axx--cyy, & nous chercherons quelles 
valeurs on doit donner à x & à y, pour que 
cette formule fe décompofe en fa@teurs. 
On jugera facilement que cela dépend de 
la nature des nombres a & c; aufi com 
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mencerons-nous par quelques formules dé- 
terminées de cette efpece, 


168. 


Soit donc propofée d’abord la formule 
xx—yy, qui comprend tous les nombres 
qui font la fomme de deux quarrés, & dont 
nous allons mettre les plus petits fous les 
yeux ; favoir ceux qui font compris entre 
1 & jo: 

1, 2, 49 55 85 9 103 13, 16,173 18; 
20, 25, 26, 29; 323 34) 36; 37 3 
40 y 413 453 493 JO- 

On voit qu'il fe trouve parmi ces nom- 
bres quelques nombres premiers qui nont 
point de divifeurs; ce font ceux-ci: 2,5, 
13, 17 29, 37, 41. Les autres ont des 
divifeurs , & ils rendent plus claire la quef- 
tion: Quelles valeurs on doit adopter pour 
x & y, afin que la formule xxyy ait 
des divifeurs ou des faëteurs, & qu'elle ait 
même autant de ces faéteurs que l’on vou- 
dra? Nous remarquerons de plus qu’on peut 
faire abftraétion des cas où x & y ont un 
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commun divifeur, parce qu'alors: xx-t-yy 
feroit divifible par le même divifeur, & 
même par fon quarré: par exemple, fi x 
—=7p & y=7q, la fomme des quarrés , 
ou 49pp + 4997 —= 49 (e+), fera di- 
vifible non-feulement par7, mais aufi par 
49. C’eft pourquoi nous n’étendrons la 
queftion qu'à des formules où x & y n'ont 
aucun commun divifeur, 

On voit facilement à préfent en quoi git 
la difficulté ; car fi d’un côtéil eft clair que, 
lorfque les deux nombres x & y font im- 
pairs , la formule xx-yy devient un nom- 
bre pair, & par conféquent divifible par 2, 
il eft fouvent d'autant moins aifé de favoir 
fi la formule a des divifeurs ou fi elle nen 
a pas, lorfque de l’autre côté un des nom- 
bres x & y étant pair & l'autre impair , la 
formule elle-même devient impaire, Nous 
ne parlons: pas du cas où x & y feroient 
pairs, parce que nous avons déjà fait fentir 
que ces nombres ne doivent Point avoir 
de commun divifeur, 
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Que les deux nombres x & y foient donc 
premiers entr’eux, & que cependant la for- 
mule xx—yy doive contenir deux ou plu- 


fieurs fa@teurs. La méthode précédente ne 


j 
i 
peut s'appliquer ici, parce que la formule 


weft pas réfoluble en deux fafteurs ration- 
nels ; mais les faéteurs irrationnels qui com- 
pofent la formule, & qu’on peut repréfen- 
ter par le produit (tyy —=r)«=yy=1), 
nous rendront le même fervice. En effet, 
on fent bien que fi la formule xxyy a 
des faéteurs réels, il faut que ces faéteurs 
irrationnels foient compofés d’autres fac- 
teurs; parce que s'ils n’avoient pas aufli des 
divifeurs, leur produit ne pourroit pas non 
plus en avoir. Or comme ces fafteurs font 
irrationnels , & même imaginaires, & que 
de plus les nombres x & y ne doivent point 
avoir de commun divifeur, ils ne peuvent 
renfermer des faéteurs rationnels , & il faut 
qu'ils foient pareillement irrationnels , & 
même imaginaires. 
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Si l’on veut donc que la formule xx+yy 
ait deux faéteurs rationnels, il faudra dé- 
compofer chacun des deux faéteurs irra- 
tionnels en deux autres faéteurs; c’eft 
pourquoi, fuppofons d’abord +-4-yy/—1 
=(p+-gy—1) (4/5) 3 & puifque 


y—1 peut fe prendre aufi bien en moins 


qu’en plus, nous aurons en même temps 


XV IE (PV) ni 


prenons maintenant le produit de ces deux 


quantités, & nous verrons que notre for- 
mule xxyy (pp) Cr ff) , c'eft- 
à dire qu'elle contient les deux faéteurs ra- 
tionnels pp-qq & rr-ff. 

Il nous refte à préfent à déterminer les 
valeurs de x & de y, qui doivent de même 


être rationnelles ; or la fuppoñtion que nous 
avons faite, donne x-4-yy/—1=pr— q 
Fp Pe a aa A y Ip 
— {gr —1— pf = ; fi nous ajoutons 


ces formules , nous avons x=pr— gf; Î 


nous les fouftrayons l’une de l’autre , nous 
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trouvons 2yy —1=2p/V —1+297V/—1, 
ou y=pf +} gr. 

Il s'enfuit par conféquent de-là, qu’en 
faifant x=pr— gf & y =p F gr, notre 
formule xx-} yy ne peut manquer d’obte- 
nir deux faéteurs , puifquon trouve xx+yy 
=(pp +99) (rr +f). Que fi on deman- 
doit après cela un plus grand nombre de 
faéteurs, on auroit quà donner de la 
même maniere à p & à g des valeurs telles 
que pp—-9q eùt deux faéteurs; on auroit 
alors trois faéteurs en tout, & ce nombre 
pourroit être augmenté par la méthode 
autant qu'on voudroit. 


171. 

Comme nous n'avons rencontré dans 
cette folution que les fecondes puiffanc: 
de p, q, r & f, on peut prendre auffi ces 
lettres en moins ; que g, par exemple, foit 
négatif, on aura x=pr-9{ & y=pf—gr ; 
mais la fomme des quarrés fera la même 
qu'auparavant, ce qui nous fait voir que 
quand un nombre eft égal à un produit tel 
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que (pp--99) Cr+), on peut de deux 
façons le décompofer en deux quarrés ; car 
nous avons trouvé d’abord 

J=p/A-gr, & après cela aufi x=p 

& y=pf—qr 


Soit, par exemple, p=3, q: 


&J=1;, on aura le pro 
Hyy, où = 4 & y=7, comme x=—8 
& y=—=1;-puifque dans lun & Pautre cas 
xx +yy=65. Si l'on multiplie plufieurs 
nombres de cette efpece , on aura aufi un 
produit qui pourra être d’un plus grand 
nombre de façons la fomme de deux quar- 
rés, Qu'on multiplie, par exemple, 2°+1° 
=5, 3H, & pAr, on 
trouvera 110$ , lequel nombre peut fe dé- 
compofér en deux quarrés de quatre ma- 
nieres, comme on va voir: 
L)33°+-4", 11)32°+09, HL)31*—12, 
IV.)24+ 235 


172. 
Parmi les nombres qui font contenus 
dans la formule xx4-yy, fe trouvent donc 
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premiérement ceux qui font, par la mul- 
tiplication , le produit de deux où de plu. 
fieurs nombres ; en fecond lieu ceux qui 
font formés différemment. Nous nomme- 
rons ces derniers faëeurs fimples de la for- 
mule xxyy , & les premiers faëeurs com- 
pojés. D'après cela les faéteurs fimples fe~ 
rönt des nombres tels que les fuivans: 
1,2, 55 99 135175 29» 373 415 495 ECC, 
& on diftinguera dans cette fuite deux ef- 
peces de nombres; les uns font les nombres 
prentiérs, 2, ÿ3 13» 17» 293 375 41, 
qui n'ont aucun divifeur, & qui Tous, ex- 
cepté le nombre 2, font tels que fi Pon 
en ôte 1, le refte-fe trouve divifible par 
4; de forte que tous ces nombres font con- 
tenus dans l’expreflion 41-}-1. La feconde 
efpece comprend les nombres quarrés 9, 
49, Xc. & on remarquera queflés racines 
de ces quarrés!, avoir 3,7, GC. ne fë 
trouvent pas dans la fuite, & que ces ra- 
cines font contenues dans la formule 47=r, 
IFeft-clair d'ailleurs qu'aucun nombre de 


forme 4n— rhe peut être la fomme de 
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deux quarrés; car puifque ces nombres 
font impairs, il faudroit que Pun des deux 
quarrés fût pair & que l’autre fût impair; 
or nous avons vu plus haut que tons les 
quarrés pairs font divifibles par 4, & que 
les quarrés impairs font contenus dans lex- 
preffion 4-1 ; fi donc on ajoute un quarré 
pair & un quarré impair, la fomme aura 
toujours Ja forme de 4241, & jamais de 
4n—1. Que tout nombre premier au refte 
qui appartient à la formule s4741; eft.la 
fomme de deux quarrés ; c’eft une vérité 
indubitable , mais qui weft pas tant aifée 
à démontrer. 

173. 

Allons plus loin, &xconfidérons la for- 
mule xx- 2yy, dans le deflein de voir 
quelles valeurs il faut donner à x & à Ya 
afin qu'elle ait des faéteurs, Comme. cette 
formule s'exprime par les faéteurs imagi 
naires (x+yy/—2) (x—y/—2), on voits 
ainfi qu'auparavant, que fi elle a des di- 
vifeurs , ces faéteurs imaginaires doivent 

pareillement 
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pareillement en avoir. Quon fuppofe donc 
valeta =); 

d'où s'enfuit de foi-même x —Y—2 
= (p—gy—2) (r—f— 2), & on aura 
XX-2yy = (pp+-29q) (rr+2/f) ; ainf 
cette formule a deux faéteurs , defquels 
lun & l’autre ont la même forme. Mais 
ìl refte à déterminer les valeurs de x & 
de y, qui produifent cette transforma- 


ton; on confidérera , pour y parvenir, 


que, puifque x-y y —z 29/3 


me 2x%—2pr—4qf, & par conféquent x 
=pr—2qf, & qu'on a de plus la différence 
2Yy/—2—2qry/—2+-2p/y—2; de forte 
que y=—=gr-pf. Lors donc que notre for- 
mule xx 2yy doit avoir des fa&teurs , ils 
front toujoëits des nombres-de la même 
€fpece que la formule , c’eft-à-dire que 
lun aura la forme PP+ 299, & l'autre la 
forme rr2ff; & afin que ce cas ait lieu, 
X & y pourront encore fe déterminer de 
deux manieres différentes, à caufe que q 
Tome 11. © 
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peut être également négatif & pofitif; cat 
on aura d’abord 


& en fecond lieu X=pr- 


174. 

Cette formule xx-t-zyy renferme donc 
tous les nombres qui réfultent de l’addi- 
tion dun quarré & du double d’un autre 
quarré; & voici l’énumération de ces nom- 
bres pouflée jufqu'au nombre so: 

1, 2, 35 43 6, 8,9, IL, 12, 16, 17; 

185 19, 22,24, 25, 27, 32, 333349 

] 43» 44, 49, 50. 
Nous diviferons , comme auparavant , 
ces nombres en fimples & compofés; les 
ou ceux qui ne font pas compofés 
res précédens, font ceux-ci: x ; 
11, 17, 193 25 41,943, 49, qui 
cepté les quartés 25 & 49, font 


quer qu'en général, fi un nombre eft pre- 
mier & ne fe trouve pas dans cette fuite, 


on eft sûr d'y rencontrer fon quarré, On 


Pr—29f, & y. —=p/+qr, 
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peut obferver aufi que tous les nombres 
premiers qui font contenus dans notre for- 
mule, appartiennent tous foit à l’expreffion 
8n—-1, foit à 8x3 , tandis que tous les 
autres nombres premiers, favoir ceux qui 
font compris dans les formules 8n—s 8 
872-47, ne peuvent jamais former la fomme 
d'un quarré & d’un double quarré; il eft 
de plus très-certain que tous les nombres 
Premiers qui font contenus dans une des 
autres formules, 87-1 & 8-3, font 
toujours réfolubles en un quarré joint au 
double d’un quarré. 


175. 


Paflons à l'examen de la formule géné- 


rale xx+cyy, & voyons moyennant quelles 
valeurs de x & de y on peut la transfor- 
mer en un produit de faéteurs. 

Nous procéderons comme ci- deflus ; 
hous repréfenterons la formule par le pro- 
duit (eyy —c) (y vV =—e) > &c nous 
EXprimerons pareillement chacun de ces 
faéteurs par deux faêteurs de la même 

O jj 
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efpece; c’eft-à-dire que nous ferons x-y 
= (p+gr ce) (r-H — c) & 
x— yy —e=(p—gy =e) (r =f —e); 
de-là réfulte xxtcyy=(ppreqgg) rrt) 
& l’on voit donc quede nouveau les fac- 
teurs font de la même efpece que la for- 


mule. Quant aux valeurs de x & dè y, 


on trouvera de même facilement x= pr 


tHe & y=qr+pf, ou bien aufi x=pr 
—cqf, & y=pf—gr, X il eft aifé dima- 
giner comment la formule peut fe réfoudre 
en un plus grandnombre de fa&teurs. 


176. 


naintenant de procurer auf 
es facteurs à la formule : y; car 
d'abord on n’a qu'à écrire —c au lieu de 


=c; mais dé plus on peut les trouver im- 


médiatement de la maniere fuivante: com- 
me notre formule équivaut au produit 
(x vote yc) , qu'on fafle x ve 
= E qy c) CÆfy c) A o ano a y ye 

(p—gv o) -fV e), & on aura fur 
le champ xx—cyy=(pp—egg)(rr—cff); 
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en forte que cette formule eft, dé même 
que les précédentes , égale à un produit 
dont les fafteurs lui reflemblent par la for- 
me. Pour ce qui regarde les valeurs de x 
& de y, elles fe trouveront pareillement 
être doubles ; cela veut dire qu'on aura 
x=—pr eg & y= f, & qu'on aura 
auf x=pr—cqf & | f—gr. Que fi on 
vouloir faire la preuve & voir fi on obtien- 
droit par-là le produit qu'on a trouvé, on 
auroit, en efayant les premieres valeurs, 
xx=ppre aep A eeg], & 39 =pl. 
Hzpgr/+Fqgrr y où cyy=c [+ 2cpgrf 
HHeggrr; de forte que xx— VY==pprr 
—cpp/]H-ccaql]—cagrr, ce qui weft autre 
chofe que le produit trouvé, (Pp—cq9) 
Crr—cff). 
177. 

Jufqu'à préfent nous avons confidéré le 
premier terme fans coefficient; mais nous 
allons fuppofer à préfent que ce terme foit 
pareillement multiplié par une autre lettre, 
& nous chercherons quels faëteurs là for- 
mule axx—-cyy peut obtenir. 

O ij 
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4 

Il eft évident ici que notre formule eft 
égale au produit (x Va —c) (xy a 
—y V —c), & il sagit par conféquent 
de donner de même des fafteurs à ces deux 


5 


faéteurs. Or il fe préfente en ce point une 
difficulté; car fi l'on vouloir, d’après la 
méthode précédente , faire xy ayy —c 
=(p y aty —c) (ry aty —c)=apr 

caf pfV ac gr ac, & xya 
IVe (p Viri q yc) (rya B 
y —)= zapr cof phy ac—gry —ac; 


on auroit 2x y a=zapr—zcgf, & 2y 


v c=zpf y. ac-2qr y ac; c'eft-à- 


dire qu'on trouveroit tant pour x que pour 


y des valeurs irrationnelles, lefquelles ne 
peuvent être admifes ici. 
178. 

Mais cette difficulté: peut fe lever, & 
voici comment: Qu'on fafle xy ayyy —e 
= (V atg 0) OHV —ac) pr Va 
egf y agr ep apf V — e, & x ya 
=y y— fi (pV a— gy =e) (r=f y —a6) 
=pr Va—cqfva SEA V =i apf icih 
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cette fuppoñition donnera pour x & y les 
valeurs rationnelles fuivantes: x=pr— 

& y=qr- apf; & notre forr 

+cyy, aura les faéteurs (app+cag)( 

dont l’un feulement eft de la mé 

que la formule , Pautre ayant une forme 
différente. 


179. 


Il ne laiffe pas cependant d'y avoir une 
grande affinité entre ces deux formules, 
vu que tous les nombres qui font contenus 
dans la premiere formule, fi on les mul- 
tiplie par un nombre compris dans la fe- 
conde , retombent dans la premiere. Nous 
avons aufi déjà vu que deux nombres de 
la feconde forme xx-}acyy , laquelle re- 
vient à la formule xx yy que nous avons 
confidérée, étant multipliés Pun par l’autre, 
rédonnent un nombre de la même forme. 

Il ne nous refte donc qu'à examiner à 
quelle formule appartient le produit de deux 
nombres de la premiere efpece, ou de la 
forme axx--cyy. 

O iv 
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Multiplions, dans cette vue , les deux 
formules: (app-cgg)(arr—-cff), qui font 
de la premiere efpece; il eft aifé à voir 
que ce produit pourra être repréfenté de 
cette maniére: (apr—-cg/ Y H-ac(pf—gr)". 
Si donc nous fuppofons ici apr--cqf=x , 
& pf—gr=y, nous aurons la formule xx 
-Hacyy, qui eft de la derniere efpece. Il 
s'enfuit de-là que deux nombres de la pre- 
miere efpece axx—cyy, étant multipliés 
Vun par l’autre, le produit eft un nombre 
de la feconde efpece. Si nous indiquons 
les nombres de la premiere efpece par I, 
& ceux de la feconde par IL, nous pou- 


vons indiquer de la maniere abrégée qui 
fuit les conclufions auxquelles nous venons 
d'arriver: 


LI donne IT; LII donne I; ILI donne H. 


Eton voit par-là d'autant mieux ce qui doit 

en réfülter, fi on multiplie plus de deux 

de ces nombres; favoir que 

LII fait I; que LIH fait II; que LILII fait I. 
Enfin que ILILIT fait IL 
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Q 
100. 

Soit, pour éclaircir l’article précédent, 
a=2 &c—3, il en réfultera deuxefpeces 
de nombres, l’une contenue dans la for- 
mule 2xx +3yy, l'autre compri e dans la 
formule xx--6yy. Or les nombres de la 
premiere pouflés jufqu'à ço, font 
POSE NTT, E 145105 20521; 

27 29, 30, 32: 359 445 45, 48, 50. 
Et les nombres de la feconde efpece, pouf- 
{és de même jufqu’au nombre so, font 


IL.) 1, 43 6, 7,9,10,15, 16,22, 24; 

25 28» 31» 335 36» 403.42, 49. 

Si donc nous multiplions maintenant un 
nombre de la premiere efpece , par exem- 
ple 35 , parun nombre de la feconde, fup- 
pofons par 31, le produit ro85 fera fure 
ment compris dans la formule 2xx- Lay; 
ou bien on peut trouver pour y un nom- 
bre tel que 1085—3yy foit le double d’un 
quatré , ou —2xx ; or cela arrive d’abord 


quand y=} , dans lequel cas x=23 ; en 
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fecond lieu, quand yY=11, en forte que 
x=19; en troifieme lieu, lorfque y=13, 
ce qui donne x=17; & enfin ; en qua- 
trieme dieu, quand Y=19; d’où réfulte 


On peut partager ces deux efpeces de 
nombres , comme les autres , en nombres 
fimples & en nombres compofés ; on don- 
nera ce dernier nom À ceux qui font com- 
pofés de deux ou de plufieurs des nombres 
plus petits de l’une ou de l'autre efpece; 
ainfi les nombres fimples de la premiere 
efpece feront ceux-ci: 2, 3» $> 11; 29; 
& les nombres compofés de la même ef: 
pece, feront 8, 12, 14, 1851209273 
30, 32, 35 40, 45, 48, so, &c. 

Les nombres fimples de la feconde ef- 
pece feront 1, 7, 31, & tous les autres 
de cette efpece feront des nombres com- 
polés, favoir 4, 6, 99 10, 15, 16,22; 
2452528533, 36,40, 42, 49, 
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nes | 
Barrearen mon us ae 


CHAPITRE XIE 


De la Transformation de la formule axx 
-Heyy en des quarrés & en des puiffances 


plus élevées. 
T8. 


Nos avons déjà vu plus haut qu'il eft 
fouvent impoflible de réduire à des quar- 
rés des nombres de la forme axx-cyy s 
Mais tontes les fois que cela eft poñfible, 
on peut transformer cette formule en une 
autre, dans laquelle a=r. 

Par exemple, la formule 2pp—gg peut 
devenir un quarré, & comme elle peut 
aufi fe repréfenter par (2p+q) —2(p+9)", 
On n'a qu'à faire 2p—g—x & p-g==y, 
& on parvient à la formule xx—2 
dans laquelle ar & c—2. Celt ge 
femblable transformation qui a lieu to 
les fois que de telles formules peuvent de- 
Venir des quarrés. Aïnfi quand il s'agit de 
transformer la formule axx—-cyy en un 
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quarré, ou en une puiffance plus haute, 
mais paire, on peut, fans balancer, fup- 
pofer a=1, & regarder les autres cas 
comme impoflibles. 
132 
Soit donc propofée la formule xx- CY Ya 
& quils’ agifle d’en faire un quarré. Comme 
elle eft compofée des faéteurs (x+yw/—c) 
y V—, il fautique ces faéteurs foient 
ou des quarrés ou des quarrés multipliés 
par un même nombre, Car fi le produit 
de deux nombres, par exemple, pq, doit 
être un quarré, il faut que p=rr & q= 
c’eft-à-dire que chaque faéteur foit de foi- 
même un quarré, ou bien que p=mrr 8 
g=mff, & qu'ainfices faéteurs foient des 
quarrés multipliés Pun & l’autre par un 
même nombre. C’eft pourquoi nous ferons 
c—=m (pq V—2); il s'enfui- 
/ =m(p—qy/—c), & nous 
VOER Fee gg) , ce qui 
tré, Nous avons de plus, pour 
déterminer x & y, les é éq x +yV —6 


ty V- 


VIA X— y 
aurons 

A À 
ei un q 


itions 
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PIN —c—mcgg;, & X—Y 


C—Mpp =r 2mp9 V 
lefquelles naturellement x équivaut à la 


—c—Mmcqq, dans 


partie rationnelle, & yy—c à la partie 
irrationnelle ; ain x = mpp—mcqq, & y 


4 


y —C—=2MpqV —c, ou y=2mpg , & ce 


font ces valeurs de x & de y qui tranf- 


forment l’ expreflion XX + C YJ- en un que arré 


` mm(pp+-cgqg), dont la racine et mpp 


-mcgg. 
183. 


Si les nombres x & y-ne doivent point 
avoir de divifeur commun, il faut fuppo- 
fer m—1. Alors, pour faire que xx Hcyy 
devienne un quarré, on fe contente de 
prendre x=pp—cgg & 2pq, ce qui 
rend la formule égale au quarré Pp+cgg: 
On peut aufi, au lieu-de faire x—pp 
— cg fuppofer x=c99—pp, vu que le 
quarré xx ne laifle pas d’être le même. 
Les mêmes formules, au refte, ayant 
été trouvées plus haut par des voies tout- 


à-fait différentes, il ne peut y avoir de 
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doute fur la jufteffe de la méthode que nous 
venons d'employer. En effet, fi on veut 
que xx-cyy devienne un quarré , par la 
méthode précédente on fuppofe la racine 

H, & on trouve xxcyy—=xx 
apy 

4 

les autr 


2 ; on efface les xx, on divile 
termes par y, on multiplie pat 
99) E= ZPAF PPY > OÙ Eg9Y 
; divifant enfin par 2pq & 
par y, il en réf fulte =, Or x & y 
devant, ainfi que p & g, n'avoir point 
de divifeur commun, il faut égaler x au 
numérateur & y au dénominateur, & on 
obtient par-là les mêmes réfultats que nous 
venons de trouver, favoir x=cgg—pp, 
& J= 2pq. 
184. 


Cette folution eft bonne, que le nom- 
bre c foit pofitif ou qu’il-foit négatif; mais 
fi de plus ce nombre a lui-même des fac- 
teurs, Comme fi c'éroit, par exemple , T 
formule xx—acyy qui dùt devenir un 
quarré, on auroit non-feulement la folu- 
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tion pieresente > qui donne x=acjg—pp 
& y=—2pq, mais éncore cette autre 3 X=—=CIQ 
—app Rs q ; Car dans ce dernier cas 
On a, de même quedans l’autre, xx- +acyy 
ccq"-2acppqq aa = (ci qq- app) ; ce 
qui a lieu aufi, quand on prend x=app 
—cgq, parce que le quarré xx refte le 
même, 

Cette nouvelle folution fe trouve aufi 
par la derniere méthode, de la façon fui- 
Vante. 

Qu'on faffe x-y V—a=(p Va +4 
ASA & s ÿW—ac— Er 

J (Z 7 


PP+cqq), 
& par conféquent = ; de Ds caufe 


de x+y y- -ac=app-2pg Y —ac —€9q y 
& de X— Y y aC: pp 2P9 y —4cC 


—<c) , On aura x. X-+-a0y y. 


F 
à 


=c9g,; on trouve x: =a ppc q & Y=2P]. 

Il eft clair auffi que fi le oie ac ekt 
téfolible en deux faéteurs d’un i grand 
ombre de manieres, on pourra trouver 


aufi un plus grand nombre de folutions. 
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185. 


Eclairciflons tout cela au moyen de quel- 
ques formules déterminées ; ; & d'abord, 
fi c'eft la formule xxyy qui doit devenir 
un.quarté , nous avons ac—1 ; ainfi x=pp 
—9q, & y 27, d'où s'enfuit xxyy 
=(P 41y. 


Si on veut que xx—yy=H ; on a ac 


p-ta 8 y 
= 2p], & il’en réfultera sx—yy= 
=i > 


—1; ainfi on prendra x 


(z 


Veut-on que la formule xxyy wi 


on a ac— qu'on prenne donc X— pp 
— 294, Où Mo & y—2pq, & on 
aura xx—2yy —(pp+299), où xx -2yy 

2PP = 99) Zip 
E en quatrieme lieu, on veut que xx 
=i » OÙ A——2, on aura x==pp 


19 ; donc x*x— 2yy =(pp 


Qu'on veuille enfin que x 6yy= aa 
on aura ac—6 , & par conféquent ou a=1 
R, 


pez Rr oma oane le aran A 
, OU a—2 & c3 ; dans le premief 


cas 
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Cas napp- 699 ) Gey = 2pg ; de forte 
que xx-6yy= Pt 6gg) ; dans le fecond 
Cas xz PPp— 399 & “ 

YY=(2pp +3 


vgs d'où réfulte 
217 DE 


186, 


Mais fi eft maintenant la formule axx 
“+cyy qu'on doit transformer en un quarré; 
comme nous avons prévenu que cela ne 
peut fe fare que quand on connott déjà 
un cas dans 1 equel cette formule devient 
réellement un quarré , nous fuppoferons 
que ce cas donné ait lieu > quand x= 
& y— ; de forte qu'alors a 
& nous remarquerons que cette formule 


peut fe transformer en une autre de la forme 


A 2e fete 
tt acuu, fi l’on fait = se 


Car en. effet, fi 4 — Artt rarfexyrec 


ih 
ggxx-afgxy+j £ = eut 
= Maron a t f- acuu 


xt ffxrrceggyy tacggxuracffyy _ axx (aff yla 
h É f hA 7 
ainfi, puifque aff+cge —hh , on ari-Hacue 
Saxx+cyy; or nous avons donné des 
regles faciles pour transformer ên un quarré 
Tome II, P 


uuz 
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lexpreffion #+-acuu, à laquelle nous ve= 
nons de réduire la formule propofée axx 


Fy. 


Allons à préfent plus loin, & voyons 
comment la formule axx+-cyy, dans la- 
quelle x & y font fuppofés n’avoir aucun 
divifeur commun, peut fe réduire à un 
cube, Les regles données plus haut ne fuf- 


1{e ent a aucunement pour cela, au lieu que 


la méthode que nous avons indiquée en 
dernier lieu s’apj e ici avec us grand 
fuccès; & ce qui eft fur- tout d 

marque, c'eft que la formule peut toujours 
être transformée en un cube, quelques 
nombres que foient a & c; ce qui n'avoit 
point lieu pour les quarrés, à moins qu'on 
n'eût déjà un cas connu, & ce qui n’a de 
même point lieu- pour aucune des autres 
puiffances paires; la folution au contraire 
eft toujours poflible pour les puiffances im- 
paires, telles que la troifieme, la cinquie- 


me, la feprieme, &c, 


» 4 
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188 

Lors donc qu’il s'agira de réduire en cube 
la formule axx—-cyy, on fap ofera d’une 
maniere analogue à celle qu’on a employée 
Ve Hy V— (pV agv =c, & 
xVa—yy —c=(p Vagy V—cy; 1 
produit (app- Hegg)’, qui eft un cube, 
fera égal à la formule axx - + cyy. Mais on 
cherche aufli à déterminer pour x & y des 

valeurs rationnelles, & heurenfernent on 
y réuflit. En eflet, fi on prend réellement 
les deux cubes indiqués, on a les deux 
équations xy ay — —ap’y/ a- + 3apPq 
V—c IRAV E g Ve, & xy/a 
EX PV a—3appg V—c- PI 

Vat epy —e » defquelles il fuit évidem- 
ment que X—ap} = 3€P99 > & Y = 34PPI 
cg 

Qu'on cherche, par exemple , 
Quarrés xx & yy, dont la fomme xx 


faffe un cube. Puifqu'ici a=1 

On aura xp} 3 pq & I= PP] D à 

Se qui donne xxyy==(pp=-gg) Mains 
P ij 
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tenant fi p—2 & q=1 , on trouve x—2 

& y=11; donc xx yy=125=5?. 
189. 

Confidérons auffi la formule xx-3yy 
dans le deffein de la faire égale à un cube: 
comme nous avons pour cet effet a—1 
& c=}, nous trouvons x=—=p—09pqq;, 
& y= ZPP] — 3g, d'où réfulie xxA-3yy 

(e39). 


aflez fouvent : 


ette formule fe préfente 
čet une raifon pour en 
donner ici du moins les cas les plus fa- 
cilés, 


2197 —=A 3" 
1728 — à 
21952 


9261: 


Sans la condition que les deux nombres 


Q 


x & y ne doivent point avoir de commun 
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divifeur ; la queftion ne feroit fujette à au- 


cune difficulté ; car fi axx=lcyy devoit 


être un cube, oh n’auroit qu'à Ti 
& y=uz, & la formule deviendroit artz 


i 77 > Pé aroit 3 ube 
=j CUUTT ; on l'égaléroit au cube 


-, & on 

trouveroit aufli-tôt 7 =(au--cuu) ; par 
conféquent les valeurs cherchées de x & 
de y feroient x- F(att-cuu), & y=uv 
(atr-+cuu), lefquelles ont, outre le cube viy 
auf la quantité arz--ceyu pour commun 
divifeur; de forte donc que cette folution 
donne für le champ axxcyy = (att 
cuu) (attcur) = f(attLcuu) , ce qui 
eft évidemment le cube de V(att-cuu). 


TOT. 


La:méthode-dont-nous avons faituf 


en dernier lieu, et d'autant plus remar- 

quable; que: c'eft par le moyen dé gan- 

titésrirrationnelles & même imaginaitess, 

que nous fommés parvénus à-des folutions 

qui demandoient abfolument des nombres 

Tationnels & même entiers: Mais ce qui eft 
P ij 
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encore plus digne d’attention ,! c'eft que 
dans les cas où l'irrationnalité s'évanouit, 
notre méthode. ne peut plus avoir lieu. En 
effet lorfque , par exemple, la formule xx 
-eyy doit être un cube, on ne peut qu’en 
inférer que fes deux faéteurs irrationnels, 
x+yy —t & x—yy 
lement être des cubes, 


, doivent pareil- 

vu que x & y 
n'ayant point de divifeur commun, ces 
fatteurs ne peuvent pas non plus en avoir. 
Mais files radicaux difparoifloient, comme, 
par exemple, dans le cas de c1 , ce 
principe n’auroit plus lieu ; "parce qu'il fe 
pourroittrès-bien que les deux faéteurs , qui 
feroient alors x-Æy 8 x—y; eéuflént de 
divifeurs communs, quand même x & y 
n’en auroient pas; ce qui arriveroit, par 
exemple, fi cesdeux lettresrexprimoïent 
des nombres impairs. 

Ainfl, lorfque x#x==yy doitidevenir un 
cube; iln’eft pas néceffaire que tant x+y 
que «y foient d'eux-mêmes des:cubes; 
maiston pourra fuppofer x ya , & 
%—y=49 3 K la formule xx yine 


AELS CNE SBIR NE: 
laiffera pas de devenir un cube incontef- 
tablement ; puifqu’on la trouvera = 
dont la racine cubique eft 2pq. Onaura 


de plus x= 29, &y=p—3p Lorf 


qu’au contraire la formule axx-Lcÿy n'eft 
pas réfoluble en deux faéteurs rationnels , 
on ne:pourra trouver d’autres folutions que 


celles qui ont été données. 


I 92. 
Nous éclaircirons les recherches qui ai pré- 
cedent par quelques queftions curieu 
Queflion premieres On demande un qun 
ré xx en nombres entiers, -& tel qu’en y 
ajoutant 4, la fomme foit un cube ; le cas 


a lieu pour xx*=—121, mais on veut favoir 


sil y a d’autres cas femblables ? 


Comme 4 eft un quarré, on cherchera 
d’abord les cas où xxyy 'devientun cube; 
or nous enravons trouvé un qui a lieu, 
nxp spg], & y= gpp g Puis 
donc que yy==4, on a y=#+ 2; & par 
onféque = Fr. 
conféquent où 3ppg—q =": "ou PP 

—2 ; dans le premier cas on a:donc 


P iv 


Cela pofé, fuppofons premiéremenr q 
ZI , NOUS aurons ZPP A2 ; donc 
d'où fe dérivent x=2 & xx=4 

Si nous fuppofons en fecond lieu ga 
nous avons 6pp—8== +2 ; que finous 
admettons le figne 4+, nous trouvons 6pp 
10: Pp=È > d’où réfulteroit une va- 
leur de p irrationnelle, & qui ne peut avoir 
lieu ici; mais fi nous confidérons le figne —, 
nous avons 6pp==6 & p—1 ; donc x=11. 
Voilàtles feuls cas poffibles , & ce ne font 
donc que les deux quarrés 4 6 121 qui, 
ajoutés à 4, donnent des cubes. 


193. 

Queflion deuxieme; On cherche ennom- 
bres entiers d’autres quarrés que 25; quis 
ajoutés à 2, donnent des cubes. 

Puis, donc que xx=k2 doit devenir un 


cube, & puifque 2 eftle-double d’un quar- 
ré, déterminons d’abord les cas où la for- 
mule xx+2yy devientun cube; nous avons 
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pour cet effet , par l’article 188, où a—1 
&c—2; nous avons, dis-je, x=p}— 6pqq 
& Y=—=3ppq—29 ; il faut donc, à caufe 
de y=+r, que 3pp9—24, où aGPP—2qq) 
= F1 , & par conféquent que g foit un di- 
vifeur de 1. 

Soit donc 91, & nous aurons 3pp—2 
=+ 1; fi nous prenons le figne fupérieur, 
nous trouvons 3pp=—3 & pr, d'où ré- 
{ulte xs ; & fi nousadoptons l’autre figne, 
nous parvenons à une valeur dep, qui étant 
irrationnelle ; ne nous eft d'aucun ufage ; 
il s'enfuit donc qu'il n’y a pas de quarré, 
hors 25 , qui ait la propriété défirée, 


194. 

Queflion troifieme. On cherche des quar- 
rés qui, multipliés par $ & ajoutés à 7, 
produifent des cubes ; ou bien on demande 
i ls 
que $xx=7 foit un cube. 

Qu'on cherche premiérement les cas où 
sxx-yyy devient un cube; ontrouvera 
par l’article 188, où a—$ &e=—7, qu'il 
faut pour cela que x= ppg & 
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que y=15 pp] — 7g; ainfi comme dans 
Fr, on-a 1 $ppg—74? 
QU SPP 709) =+ 1 il faut donc que 4 
foit un divifeur de 1, c’eft-à dire que g=1; 


notre exemple yz 


On aura par conféq 1ENteL pp7 TS 
d’où réfultent , dans Pun & l’autre cas, des 
valeurs de. p qui font irrationnelles.; -mais 
d’où il ne faut pas conclure cependant que 
la queftion eft impofñible, vu querp &g 
pourroient être des frafions telles quel y 
=i & que x devint:un nombre entier; 
& c'eft ce qui arrive réellement; car fip 
=; & g=}, on trouve D aeea E AE EES 
mais il eft vrai qu'il n’y a pas d’autres frac- 
tions qui rendent la folution poflible. 


195. 

Queflion quatrieme. Ondemande ennom- 
bres entiers des quarrés dont le double’; 
diminué de $, foit-un-cube ; ou-bien.on 
veut que 2xx— 4 foit.un cube. 

Si nous commençons par chercher les 
cas qui fatisfont pour la formule 25 Ya 


nous-avons dans le 188%, article a:=2 z & 
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e= g; ain =p F1 spgg, & y=6pp] 
59. Préfentement il faut ici que y=+ 1, 
& par:conféquent Gpp- +5 P =y(6pp+ 590) 
=r; & comme cela ne fe peut ni en 
nombres entiers ni même en frafions, ce 
Cas devient très-remarquable; pårce qu'il 
y arnéanmoins une valeur dex qui fati 
fait, favoir ryp en effet dans ce cas 2 
ÿ==27, où égal au cube de 3, Il eft im- 
Portänt de-rechercher! la railon de cette 
fingularité, 


196. 


Non: feulement il eft poffiblé , commé 
nous voyons, que la formule “zxr; yy 
foitun cube; mais ce qui plus'eft,, la racine 
de'ce’cube’a:la forme 2Pp = $gqh comme 
Ofpeut s’enconvaincre en faifantx==4, 
JT 8 pHa gr ain nous con: 


toiflons un'easiow 2% 5 yy—(2 


Quoique les denx faéteurs denza 
favoir Ray 08e x 257, qui, 
füivantinotre méthode, “devroient être les 


Cubes deip 2gs, & de py t= gys, 
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ne foient pas des hess car dans notre:cas 

AT 54 Va-by/gsaulien que 
AV = eV hy 5) 46/2 

e 29 5} ce qui n’eft FA él 

avec 4y fa Vs: 

Mais il faut remarquer- que -la formule 
7r- =1off-peut devenir x ou 1 en uñ nom” 
bre infini de cas; par exemple, fi r=3 
& fr, fi r=10, & 6 & cette for- 
mule multipliée par 2pp—$ ggreproduitun 
nombre de cette derniere forme, 

Soit donc ff —rogg=i ; & au lieu de 
fuppofer, comme nous avons fait ci-de- 
vanti 244 SN (2 ppan as nous 
pourrons fuppofer d'une façon plus géné» 
rale 2xx—5yy== (f 1088) epps gg) 3 
de forte que prenant les-faétéurs, nous au 
rons xy 24 Ey s= ftg 10)(py/ rtg 
Or (pV atgy 5) = apis pag) V2 

+(6ppq Psy ) VAE ; &Âi,ypour:abréger; 
nous écrivons! 4 VB y5 à la ‘place 
de cette quantité „8 quenous multiplions 
par f+£v/10; nous aurons AfatBfys 


+248 5 +fBr ya àlépaler: à eva 


AGppq-+ L sq) Lao( 
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yv/s, d'où rélulre x —4fhyBe, & 
=bf+ 24g; or, puifqu'il faut que y 

+1, il weft pas abfolument néceffaire 
que Gppg+-sg 1; au contraire il fuffit 
que la formule Bf4242, c'ett-à-dire que 
M15299) 


g peuvent avoir 
£ 


devienne 
=ż+1 ; de forte que, 
plufeurs valeurs: Soit, par exemple, f=3 

, il faudra que la formule 18ppq 
Faga gH4p°+30pgq devienne —+1; 


ou bien que 4p° + Keanua 


197. 


Cette difficulté de déterminer tous les 
cas poffibles de cette efpecé, n’a lieu ce- 
pendant que lorfque dans la formule axx 
+cyy le nombre c.eft négatif; & la caufe 
en eft qu'alors cette formule, ou bien cette 
autre xx=acyy, quien dépend, peut de- 
venir = ce qui n'arrive jamais quand 


parce que St 


c eft un nombre Ron 


Heyy > OU XX 


Plus grands labre plus on 


-acyy, donne“tou} jour 


donne de 
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grandes- valeurs à x & à y. .C’eft pourquoi 
l 


a méthode que nous venons d'expliquer, 
ne peut s'employer avec avantage que dans 
les cas où les deux nombres a & c ont des 
valeurs poñrives. 
198. 

Paflons maintenant au quatrieme degré, 
& commençons parobferver que, fi la for- 
mule axx-}-cyy doit devenir un bi-quarré, 
il faut que a=1 ; car fi ce nombre n’étoit 
pas un quarré , il ne. feroit pas même pof 
fible de transformer la formule en un quar- 
ré; & fi cela étoit poflible, on pourroit 
aufi lui donner la forme tt—acuu ; c’eit 
pourquoi nous n'étendrons la queftion qu'à 
certe derniere formule , qui revient à la 


précédente xx-Ecyy, dans la fuppoñ- 
tion de.a—1, Cela pofé.,il s’agit de voir 
quelle doit être la nature des valeurs de x 
& de y, pour que la formule xx- Heyy de 
vienne un quarré-quarré. Orcommeelleeft 
compolée des deux faéteurs (r Hy y =e) 


/ ; 
(x—y V6), il faut-que-chacun deces 
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faéteurs foit aufi un quarré-quarré de la 
même efpece ; &'on doit faire x-+yy —c 
(pH — i), 8e 2 —y y —c=lp— 

—c)*, d’où il réfulte que la formule pro- 
pofée devient égale au bi-quarré (pp-+cgg)t. 
Quant aux valeurs de x & de y, elles fe 
déterminent facilement par le développe- 
ment qui fuit: 

By ppp g V —e—6eppgg ceg 
=p y —c, 

x-yy —e=p'— 4p qy —e—6eppgg reeg" 
App V — i; 

donc x= p —6cppg] + ceg, & JEA 
= hpg: 


199. 

Ainfi , lorfque xx-kyy doit être un bi- 
Quarré, comme aéluellement > NOUS 
6PPII FI & Y=Aap'q 
=4pg’; en forte que xx-+ -YY=(pp +99)": 


avons x 


Suppofons, par exempl. p=2 & 9=1, 


& nous trouverons DA E e N 


téule xx-yy= 625 5", 
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Sip=3 & q=2 ; nous obtenons x=1 19 

& y=1 20, ce qui donne xxyy = rt. 
200. 

Quelle que foit la puifance paire dans 
laquelle il s’agifle de transformer la for- 
mule axx--cyy , il ef toujours abfolument 
néceffaire que cette formule puifle être ré- 
duite à un quarré ; mais il fufit pour cet 
effet qu’on connoifle un feul cas où cela ar- 
rive ; Car on pourra transformer la formule 
enfuite, comme nous avons vu, en une 
quantité de la forme s5—acuu, dans la- 
quelle le premier terme zz neft multiplié 
que par 1 ; de forte qu’on peut la regarder 
comme étant contenue dans l'expreffion 
xx—Ecyy ; & c’eft d’une maniere toujours 
femblable qu'on peut donner à cette der- 
niere expreflion la forme d’une fixieme pui 
fance ou d'une puiflance paire plus haute 
quelconque. 

201I. 

Cette condition n’eft pas requife pour.les 

puiffances impaires; & quels que foient les 


nombr 
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nombres a & ce, on pourta toujours tranf- 
former la formule axx- ċyy en une puif- 
fance impaire quelconque. Qu'on deman- 
de, pat exemple, la cinquieme; on n'aura 
T à faire xVatyy= 5 PV atge), 
& xy ayy — =(py agy =, & 
On obtiendra évidemment axx=f-cyy=(app 
+ cag); de. plus, comme la cinquieme 
Puiflance de PVa+g V—c et aap ya 
Sa ÿaapq V= eroac Va Loacppg? 

cs ccpgt Va} ceg y —c, on trou- 
Vera avec la même facilité x aapi — r oacp? 
11+ 5ecpi' y & y= şaap*g m loacppgi teegi, 
Si donc on demande que la fomme de 
deux quarrés, ou xx—yy, foit en même 
témps une cinquieme Puiflance, on aura 


er & ci ; donc x POP IIHS pat, 
m ioppg -hgt s-8 en faifant de 


Sy 
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CHAPITRE XIITL 


De quelques Expreffions de.la. forme axt 
Hby*, qui ne font pas réduélibles à des 
quarr és. 


202. 


Ox s'eft donné beaucoup de peine pour 


trouver deux. bi-quarrés, dont la fomme 


où la différence fût un quarré; mais inuti- 
lement, & même, on eft parvenu à la fin 
à démontrer que ni la formule x*—y*, ni 


lä formule x*—y*, ne peuvent dévenir des 
quarrés, fi ce neft dans les cas évidens où, 
dáns la premiere, x ou y=0, & où, 
dän la feconde, y-o ou y= x. La chofe 
eft d'autant plus remarquable’, qu'on peut 
trouver, comme On l’a vu, une infinite de 
folutions, lorfqu'il ne s’agit que de fimples 
quarrés, 
203. 

Nous allons donner la démonftration dont 

nous venons de parler, & afin de pto- 
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Céder par ordre, nous remarquerons avant 
toutes chofes que les deux nombres 4 & y 
Peuvent être regardés comme premiers 
entreux. En effet, fi ces nombres avoient 
un Commun divifeur, de facon qu'on pút 
faire X—dp & y= J, nos formules de- 
viendrojent dipa g & d! t— dits tes 
formules , felles étoient des quarrés } ref 
teroient des quarrés étant diviléés paf dt} 
donc auffi lês formules PFH PT, 
dans lefquelles p & g n'ont plus de com- 
mun divifeur, feroient des quarrés; par 
Conféquent il fuffira de prouver que a 
formules , dans le cas où x & y font des 
nombres premiers entr'eux , ne peuveht de- 
Venir des quärrés, &' notre démonñftration 
S'étendra d'elle-même x'tous les Cas où x 
& y auroient des divifeurs communs: 


204. 
> Nous commencerons donc par la fömme 
€ deux bi-quarrés, favoir par la forrule 
à s Kat 
y ge en confidérant + & y Comme 


| $ © p . 
Qes nombres qui font'prémiers entPeux, Il 


Q jj 
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s’agit de prouver que cette formule ne peut 
enir un quarré que dans les cas men- 

uonnés ci-deflus; on va voir les raifon- 


nemens que cette démonftration exige. 


i quelqu'un nioit la propoñition, ce fe- 


roit foutenir qu'il peut y avoir des valeurs’ 


de x & de y telles que xt4-y* fütun quarré, 
quelque grandes qu’elles fuflent, puifqu'il 
ny en a pas de petites, 

Or on peut faire voir clairement que fi 
x & y avoient des valeurs fatisfaifantes, 
on pourroit, quelque grandes que, fuffent 
ces valeurs , en déduire de moindres pa- 
reillement fatisfaifantes, tirer de celles-ci 
des valeurs encore plus petites., & ainf de 
fuite. Puis donc qu'on-ne connoit aucune 
valeur en petits nombress.exceprté les deux 
cas ci-deflus qui ne menent pas-plus loin, 


on peut aufi conclu 
wexifte point de va 
la nature de celles q 
même dans les plus 


propofition avancée 


re avec affurance qu'il 


eurs de x & de y de 


won- cherche, & pas 
grands nombres, La 
à l'égard devla-diffé- 


rence, de deux, bi-quarrés, 1-71, de 


? 


DATOE RE 


démontrera par le même principe, comme 
on le verra plus bas. 


205$. 


Ce font les points fuivans qu'il faut con- 
fidérer maintenant, fi on veut fe convain- 
cre que xt-y' ne peut devenir ün quarré 
que dans les cas évidens dont nous avons 
parlé. 

I.) Puifque nous fuppofons que x & y 
font des nombres premiers entr'eux ; c’eit- 
à-dire, qui n’ont point de commun divi- 
feur, il faut qu'ils foient ou impairs tous 
les deux, ou que Pun foit pair & que l’autre 
{oit impair. 

IL.) Mais ils ne pourroient être impairs 
tous deux, à caufe que la fomme de deux 
quarrés impairs ne peut jamais être un quar- 
ré; car un quarré impair ft toujours con- 
tenu dans la formule 471, & par con- 
féquent la fomme de deux quarrés impairs 
aura la forme 472, ce quiétantdivifible 
Par 2, mais non par 4, ne peut étre un 
quarré, Or ce que nous venons de dire doit 

Q iï 
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s'entendre aufi de deux bi-quarrés impairs, 

LIL.) Si donc x*-Ly1 doit être un quarré , 
il faut qu'un des termes foit pair, & que 
l'autre foir impair. Or nous avons vu plus 
haut que, pour que la fomme de deux 
quarrés foit un quarré , il faut que la ra- 
cine de l’un puiffe être exprimée par pp—99, 
& celle de l’autre par 2pq; donc:il faudroit 
que xx=; -qq & yy==21pg, & on auroit 
My (pp 99). 

LV.) Ici par conféquent y feroit pair & 
x feroit impair; mais puifque XX pp q] 


il faut aufi que des nombres pP & gq lun foit 


pair & l’autre impair. Or le premier p ne 
peut être pair, parce que sil l'étoit, PP—qq 
feroit un nombre de la forme 4n—riou 
4n+ 3, & ne pourroit devenir un quarrés 
Donc il faudroit que-p fût impair & que 
H q 
q fùt pair, & en ce cas-il eft clair que ces 
nombres feront premiers entr’eux. 

V.) Pour que pp—gg devienne un quarré 
où = xx, il faut, comme nous avons vu 
plus haut, que p=rr ff & garf; cat 
en ce cas xx (rr ff) & x =rr—ffe 


DA LG ENRIR'E, 247 


VL)'Oril faut que yy foit pareillement 
un quarré; &puifque nous avions yy=2p7, 
nous aurons à préfent yy = 4r Orf Y; 
de forte que cette formule doit être un 
quarré; donc il faut aufi que 7/(77 
foit un quarré: & remarquons que 7 &f 
font des nombres premiers entreux; de 
façon-que les trois faéteurs de cette for- 
mule ,favoir r, f & rr, n'ont point 
de commun divifeur, 

VIL) Or, quand un produit de plufeurs 
facteurs qui n'ont point de divifeur com> 
mun, doit être un quarré,, il faut que cha 
que facteur foit de lui-même un quarré ; 
ainfon fera re & f=uu, & il faudra 
que ut, 

Si donc xtut étoit un O1 , notre for: 
mule, xt, qui eft pareillement lafomme 
de deux bi-quarrés., feroitide même un €]. 
Ex il eft bon d'obfervérici que puifque xx 
ut & yy E= un t Hu) | les nom: 
Dres z & 4 feront évidemment bien plus 
Petits-que x 8 y, vu que x & y fe déter: 
Minent même par les quatriemes puiflances 

Q iv 


248 ELÉMENS 

de.1.8. de u,)& ne peuvent par! confé- 
quent que devenir bien plus gtands-que ces 
nombres. 

VHL) Il s'enfuit de-là que fi on pouvoit 
afligner, quand même ce feroiten nombres 
très-prands, deux bi-quarrés, comme #* 
& y‘; dont la fomme fût un quarté ; on 
pourroit: en déduire une fomme de: deux 
bi-quarrés beaucoup plus petits y qui feroit 
pareillement un quatré ; cette nouvelle 
fomme en feroit trouver enfüite une autre 
de la même nature-& encore plus petite, 
& ainfi de fuite jufqu’à ce qu'on parvint à 
des nombres très- petits. Or une telle fom- 
me, en nombres très- petits , n'étant pas 
pofñble, il s'enfuit évidemment qu'il n'y 
en a aucune qu'on puifle exprimer par des 
nombres très-grands. 

IX) On pourroit-objeéter, à la vérité, 


qu'il exifte une fomme de lefpece dont nous - 


parlons; en nombres très-petits, favoir dans 
le cas dont nous avons fait mention, où 
lun des deux bi-quarrés devient zéro j; mais 
nous répondons qu'on arrivera certaine- 
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ment pas à ce cas, en revenant des nombres 
très-grands aux plus petits füivant la mé 
thode indiquée; car:fi dans la petite fomme 
où dans la fomme réduite —#-7" , on avoit 
to où u==0, on auroit néceflairement 
Yy=0 dans la grande fomme; or cet un 
Cas qui n'entre point ici enconfidération. 
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Paflons à la feconde propofition, & prow- 
vons auf que. la différence de: deux bi 
quarrés, oux‘=y", ne peut jamais devenir 
Unquarré que dans les cas où y==0 & y=%. 

I.) On peutregarder les nombres x 8e y 
Comme-premiers entreux, & par confé- 
quent comme: étant ou impairs tous les 
deux, ou Pun pair & Pautre impair. Or 
Comme dans J’un.& l’autre cas la différence 


e deux quarrés peut redevenirun quarré , 


faudra |confidérer ces deux cas fépa- 
tément. 

IL) Suppofons d’abord les deux nombres 
&& y impairs, & que x=p+7 8 y= 


faudra néceffairement que lun des deux 
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nombres-p & 9 foit impair, & que l'autre 
foit pair. Or nous -avons XX YVES AP 
& xx + yy=ipp-zqg; donc notre for- 
mule xt— 4pq(2pp#-29g9) 3° & ceci 
devant être un quarré, il faut aufli que fa 
quatrieme partie, pq(2pp2 9q)=2p4 
(PP4-99), foit un quarré ;:& puifque les 
facteurs de cette formule n’ont point de 
commun divifeur , À caufe que fi p eft pair 
q eft impair, chacun de ces faéteurs, 2P, 
J & pp+9q, doit être de foiunquarré. Afin 
donc de faire en forte que les deux pré” 
miers deviennent dés quarrés, qu’on fup” 


pole 2p—4rr ou p—2rr, g=, où f 


doit être impair, & il faudra que:le troi- 
fieme fa@teur, 4r4}-f#, foit pareillement un 
quarré. 

I.) Or, puifque f*-4r eft la fomme 
de deux quarrés, dont le premier -f+, ell 
impair, & dont Pautre, art jeft pair, qu'on 
faffe la racine du premier [=r — uu; où 
2 foit impair &w pair; &ila racine du fe- 
cond, 2rr== 210, où rrtu , où : & 4 
font premiers entr'eux, 
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IV.) Puis donc que w:==rr doit être un 
quarré , il faut que tant z que # foient des 
quarrés. Qu'on fuppofe donc 2= mm & u 
an, en entendant par m un nombre im- 
Pair, & par» un nombre pair, on-aura 
Î=mt—n ; de forte qu'il faudroit de nou- 
Veau qu’une différence de deux bi-quarrés, 
favoir mt nt, fücun quarré Orileft clair 
que ces nombres feroient bien plus petits 
que x & y, puifqu'ils font moindres que 
» & f, qui font eux-mêmes évidemment 
Plus petits.que x 8.y. Si donc une {olution 
étoit poffible dans de grands nombres, & 
que x*—y# fût un quarré, il faudroit qu'il 
Yen eût une aufi qui fût poffible pour des 
nombres beaucoup plus petits; celle:ci de- 


Vroit faire, parvenir à une autre ‘pour des 
nombres encore.plus petits, &ainfidefüite. 
NV.) Ordesnombr 


lefquels un tel quarré peut fe trouver; ont 
1 ? 


sles-plas petits, pour 


1 


lieu-dans le cas où un des bi- quarrés eft 


=o; ou qu'il-ef-égal à l'autre bi-quarré. 


Dans le premier cas il faudroit que n= 0; 


donc u==0, & de même r=0, po, 
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& enfin s= y'o, où 4=—=ÿt; ce qui 
eft un cas, duquel il weft pas queftion ici; 


que fi n—7", on trouveroit :—, enfuité 


J=0, g=0 ; & enfin aufi *=—y, ce qui 
entre point ici en confidération, 


207. 

On pourroit faire ici Pobjettion que, 
puifque m eft impair & que n eft pair, la 
derniere différence n’eft plus femblable à 
la premiere, & qu'ainfi on ne peut en tiret 
des conclufions analogues pour des nom- 
bres plus petits. Mais il fuffit que la premiere 
différencenous ait fait arriver à la feconde, 
& nous allons faire voir què xý ne peit 
non plus devenir un quarré , quand Pun des 
bi-quarréseft pair & que l’autre eft impair: 

L) D'abord fi le premier x“ étoit påirs 
& que y‘ fùt impair, la chofe feroit clair? 
d'elle-même, puifqu'on auroit ún nombt? 
de la forme 43, qui ne peut être u” 
quarré. Soit donc x impair & y pair, il 
faudra que xx=pp-Hgg, & y=zpi 
d'où réfulte tp ppg Fi 
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=(pp—ggq)`^; où des deux nombres p & q 
‘un doit être-pair. & l’autre impair. 

IL.) Or pp-gq=xx devant être un quar- 
té, on a p=rr ff & q—=2f; donc x 
Sr ff. Mais de-là réfulte yy=2(rr—ff) 
“arf, où yy=4rf/(rr—ff), ce qui-devant 
être un quarté, le quart. 7/(rr—/f); dont 
les faéteurs font premiers entr'eux, doit 
Pareillement être un.quarré. 

HL) Qu'on fafle donc. = & fu, 
Onaura le troifieme faéteurrr—/ 
Qui, devra de même être un quarré; or 


4, 
uw", 


Comme ce faéteur équivaut à la différence 
dé deux bi-quarrés, qui font beaucoup 
Moindres que les premiers, la démonftra- 
tion précédente.eft pleinement confirmée; 
&il eft évident que fi la différence de deux 
bi-quarrés pouvoit devenir égale au, quarré 
Lun nombre, quelque grand-qu'on:veuille 
le fuppofer, on pourroit, moyennant ce 
Cas connu ,-parvenif à des différences de 
Plus. en pluspetires,-quifetoient de même 
téduêtibles-à des quarrés, fans cependant 
Tetomber danse les;deux cas-évidens., dont 
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nous avons parlé au commencement; donc 
il eft impoñible que la chofe puiffe avoir 
lieu même pour les plus grands nombres. 


208. 


La premiere partie de la: démonfttation 
précédente, favoir où x & y font fuppofés 
impairs, peut s’abréger de la maniere fui: 
vante: fi x—y1 étoit un quarré, il faudroit 
qu'on eût xe= pp-gg 8e ÿy=pp— 94 
en entendant par p & 4 desinombres dont 
lun foit pair & l’autre impair ; moyennant 
cela on auroit xxyy=pt9t, & il faudroit 
par conféquent que pyt fürun quarré; 
or c'eft-là une différence de-deux bi:quarrés 
dont l’un:eft pair & dont l'autre eftimpair; 
& il a-été prouvé dans ‘lafeconde partié 
de la démônftration, qu'une-différenceude 
cette nature ne peut devenirun-quarté, 


209, 


Nous avons-donc-prouvéces deux pro- 


pófitionsicapitales, querni la fómme ni la 
différence: de deux bi-quarrés:ne peutrde” 


z 
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Venir un nombre quarré , fi ce n’eft dans 
Mpetitnombre dercastout-h-fait évidens. 

Quelques formules donc qu'on veuille 
transformer.en-dés quarrés „fices formules 
demandent qu'on‘réduife-à un quarré la 
fomme ou la différence dedeux bi-quarrés À 
peut prononcer que ces formules pro- 
Pofées font pareillement impofñlibles, C'’eft 
iquiarrive:à lépard de cellés que nous 
allons indiquer: 

Tl weft pas poffible quelaoformule 
*4y" devienne un quarré ; car puifque 
Sette formule eft la fomme de deux quarrés, 
audroir QUE R RE PP TG IR yo 
Uyy =p]; og p & q étant desnombřés 
Premiers entr'éux-, il faudroit que: Pun & 

Autre für unter Sidonc ôn:fait P==rr & 
TSJ; où aura axe rt ff c'eflià-dire 
Juil faudroit que la différencederdeux bi: 
arrés fütun quarréy°ce qui eft impofible; 

lE)llneft pas poflible nont plus que‘la 
rs, x y" devienne -uri quarté; car 

à faudroir-dans:ce Cas que XY=spp- gg, 

Yy 2 pq, afin qu'on eût ten gs 
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(2299); or pour queyy = pq; il faut 
que tant p que g foit un-quarré;; & fion 
fait en conféquence P=rn 8 q= ff; on 
a xx rtf; c'eft-à-dire qu'il faudroit 
que la fomme de. deux-bi-quarrés pütde- 
venir un quarré, ce qui eft impoflibles 

II. )- Il-eft impofible-auffi que la-for: 
mule 4xt—y* devienne un quarré ; parce 
qu'il faudroit jen, ce:cas néceflairement que 
y fùt un nombre pair; or fi l'on faity=2g ; 
on trouve que 4xt—167%; 8 par confé: 
quent anfii la, quatrieme partie. x 47t) 
devroit pouvoirife réduire fà; un! quarrés 
ce que nous-venons de voir-n'être:pas pof 
fible. 

IV.)iLa formule, 24t--2y#ne peut pas 
non plus {e transformesettun quarré ; car 
puifqu'il faudroit que-ce quarré fût pairs 
& par conféquent 22 hayt= 477) ON 
auroit xt-}-y =z ou zga LA AY ys 
Harry pie El où pareillement(247 
LA YEN ax y s Ainfiy 
comme tant 24%-2xxyy que 272%) ) 
deviendroient.des quarrés; il faudroir.que 

leur 
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leur produit #—4x#y", aufi bien que le 
Quart de ce produit, ou txt y, fût un 
Quarré, Mais ce quart eft la différence de 
deux bi-quarrés ; donc z Sec: 

V.) Enfin je dis auf que la formule z x4 
2" ne peut être un quarré ; car les deux 
nombres x & y ne petvent être pairs tous 
deux, puifque s’ils l'étoient, ils auroient un 
divifeur commun ; ils ne peuvent être non 
Plus pair Pun & impair l’autre , puifqu’au- 
trement une partie de la formule feroit dis 
Vifible par 4, & l’autre feulement par 2, 
& qu'ainfi la formule entiere ne feroit di- 
Viñble que par 23 donc il faut que ces 
tombresx & y foient impairs tous les deux, 


Or fi Pon fait à préfentx=p#g, & VESD 
~g, un des nombres p & q fera pair, & 
; ee je 

lautre fera impair; & puifque 2x1 2y+ 


S2(xx=yy) (xxyy) 388 que xx Yy 

Syp F29g=2(pp-99), & que xxyy 

4pq, notre formule fe trouvera exprimée 

Par 16pq(pp+-99) , dont la feizieme partie, 

où Pg(pp+-49), devra être pareillement un 

Warré; Mais ces faéteuts font premiers entre 
Tome 11, R 
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eux; ainfi chacun doit de fon côté être un 
quarré. Qu'on fafle donc les deux premiers 
p=rr & g= ff, & le troifieme devenant 
=7“-}/*, ce qui ne peut êtretun quarré; 
prouvera que la formule propofée ne peut 
pas non plus devenir un quarré. 
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On peut démontrer de même que la 
formule x*+-2y* ne devient jamais un 
quarré ; voici l’ordre de cette démonftra: 
tion : 

I.) Lenombre x ne peut être pair, parce 
qu'il faudroit en ce cas que y fût impairs 
& la formule ne feroit divifible que par 2 
& non par 4; donc x doit être impair. 

IL.) Qu'on fuppofe donc la racine quarré£ 
de notre formule —=xx-| #2, afin qu’elle 


à ; i f 
devienne impaire, on aura xt 2y—# 


Rs de 5 8 as A4PPY" 
à TX 99 
fent; en forte qu’en divifant les autres tet” 


, où les x‘ fe détruf 


mes par yy & multipliant par gg, on trouvé 
APYRX APPYY = 24qYY y Où 4pgxx=zqgy] 


DEA DOGUE BIR p, 


—4ppyy, d'où Fon tire = 


y 


2pq 


a-dire xx ge 2pp & yy: :2pq  quifont 


les mêmes formules que nous avons déjà 
données plus: haut, 

HI) Ainfi 9g—2ppdevroit êtreun quarté; 
& celt ce qui’ne peut-arriver ;! à moins 
Qu'on ne fafle g=rr4-2// & pr, afin 
d'avoir xx=(rr—2j] ); ör on auroit alors 
arf rr) =yy s & il faudroit qu'auffi 
le quart 7fCrr2/f) fåt un quarré, & 
Par conféquent que  & /fuflenrchacunten 
Particulier des quarrés. Si donc on fuppofe 
t= & f=uu, on trouvera le troifieme 
Rbteur ra} =taui, qui devroit être 
ln quarré. 

IV.) Par-conféquent fi.x*-Layt étoit un 
Quarré, il faudroit auf quë ét ft un 
Juarré ; & comme les nombres z & u fe- 
toient beaucoup moindres que w &y, on 
Pourroit parvenir de la même maniere à 
des nombres toujours plus petits, Or il eft 
facile de fe convaincre, parquelques effais, 
Jue la formule propofée neft pas un quarré 

€ quelque petit nombre; donc elle ne 


R jj 
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left pas non plus d’un nombre même trés- 
grand, 

Ditta 

Pour ce qui regarde au'contraire la for- 
mule xt—zy*, il weft pas poffible de prou- 
ver qu'elle ne peut devenir un quarré, & 
on trouvé même par un raifonnement fem- 
blable au précédent, qu'il y a une infinité 
de cas où cette formule devient réellement 
un quatré, 

En effet, que x*—331 doive être un 
quarré, nous venons de voir qu’en faifant 
XX = pp} igg & YY—=2pq, on trouve #! 
23" =(pp=29q). Or pp+2gg doit 
donc devenir pareillement un quarré, & 
c'eft ce qui arrive, lorfque p=rr—2ff & 
g—=21f, vu qu'on a dans ce cas xy= (7i 


ff). De plus il eft à remarquer qu'on 


pourroit prendre pour le même effet pa J 
—71 & g=27f: nous ferons attention à Pun 
& à lautre cas. 

[.) Soit d'abord p=rr—2/f 8& g= arfa 
on aura x=rr AF aff; & à caufe de yy 
2pq, On aura maintenant y y= 4f (7 
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—2/f) ; de forte que r& f doivent être 
des quarrés.. Qu'on f donc 21e & 


J=uu, on trouvera yy —=attu (= zui}. 


Ainf Yu Va ut X Ho m A 
donc, lorfqué #— 32 eft un quatté, on 
trouvera AU xt—3y =m ; Mais quoique 
t & a foient des nombres plus petits que 
x & y, on ne peut conclure cependant, 
Comme auparavant ; que.x‘—2y" ne peut 
être un quarré, de ce qu’on parvient à une 
formule femblable en de moindres nom- 
bres: car x'—2y* peut devenir un quatré, 
fans qu'on parvienne à la formule #—24*, 
Comme on le verra en confidérant le fe- 
Cond cas, 

I) Soit donc paff rr & g=— 21, 
On aura à la vérité; comme ci-devant, 
xx==rr4-2/f ; mais On trouvera yy=2pq 
Syra] r. Si lon fuppofe maintenant 
=n & f—uu, on obtient yy=4truu 


leut) pipar conféquent y=ztuy/ 20814 


x=- zut, moyennant quoi ileft clair 
We notre formule x*— 2y1 peut devenir 
R iij 
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auffirun quårré , quand la formule 2441 
devient un-quarré, Orce cas a lieu évi- 
demment , quand ¿=r 8 1; & nous 
obtenons par-là #=3 & y==2, @enfin 
At—2Y = 81210649: 

HE) Nous avons auffi vu plus haut que 
zuit devient un quarré, lorfque u3 
Ocie Hit 23 Ge 
Sinous fübftituons donc ces valeurs au lieu 
de + & de v, nous trouvons un nouveau 
cas pour notre formule, favoir x =—1-22 
1357123 , OE Y—2.13:230 26214: 

IV) De plus, dès qu'on alrrouvé’des 

valeurs de x & dë y, on peutles fubfti- 
tuer à z & à u dans les formules du n°. 1; 


puifqu'alors y rut- 


& on obtiendra páår:ce-moyendenouvelles 
valeurs de x & de y. 


Or nous venons ide'trouver x=3 &Y 
=z; faifons donc, dans les formules n°. 15 


CE 


DANS 

1—3 & u—2, de forte que W:—24 

7, & nous aurons les nouvelles valeurs 

fuivantes, x=—=814 2.161114 & y—=2 
; Er 


32784; ainf wyró p 60 A" 
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=163047361 ; de plus yy=7056, & y* 
=49787136; donc X—2y—=63473089: 
a racine quarrée de ce nombre eft 7967, 
& elle s'accorde parfaitement avec la for- 
mule adoptée au commencement > PP=294 95 
Car puifque :—3 & d=2, 0n a r 3 
S=4; donc P=8 13249 & g= 92, 
d'où réfulte pp—zqg= 2401 — 10368 
©7967: 


CHA P ITR EX TV. 


Solutions de quelques Queflions qui appar- 
tiennent à cette partie de l’Analyfe. 


2r 


Noui avons expliqué jufqu'ici les arti+ 
ficesqui fe préfentent dans cette partie de 
Panalyfe , & qui peuvent être néceflaires 
Pour réfoudre quelque queftion que ce foit 
Qui appartienne à cette partie ; il nous refte 
à les mettre dans un plus grand jour, en 
Joignant ici quelques-unes de ces queftions 


avec leurs folutions, 
R iv 


Erimegė 
2e 


Premiere queflion. Trouver un nombre 
tel.que, fi on y ajoute ou qu’on en rétran- 
che l'unité, onobtienne dans l’un & l’autre 
cas, un nombre quarré. 

Soit le nombre cherché = = x; il faut que 
tant Xi que x—1 foit un quarré. Sup- 
pofons pour le premier cas x=1=pp;, 
Dous aurons x —pp—1 & 4 —1—=pp— 2, 
ce qui devra pareillement être un CO. Que 
la racine en foit donc P—39 ; nous aurons 
PP2=pp=2p9-}-99, & par conféquent 


g+? 


P=, au moyen de quoi on obtient x 
Dre, 
499 
leur quelconque même fraétionnaire, 
Si nous faifons donc JS 


; £ 
EAA): 


T> NOUS aurons pour quelques 
hp) 2 
arr H que rc 


, Où l’on peut donner à q une va- 
> €n forte que 


petits nombres.les valeurs qui füivent: 


l3 


l 


Sir = x 2 
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Seconde queflion. Trouver un nombre x 
telque,, f on y ajoute deux nombres quel- 
Conques , par exemple 4 & 7, on obtienne 
dans Pun & l’autre cas un quarré. 

Il faut d’après cet énoncé que les deux 
formules, x-4 & x-Ly, deviennent des 
Quarrés. Qu'on fuppofe donc la premiere 
xt4=pp, on aura x —pp—4, & la fe 
Conde deviendra x-7=—pp3 ; or cette 
formule devant aufi être un quarré, foit 
fa racine —p}7, & on aura PP+3=pP 
2pgog, d’où l'on tirera Le en & 

de 9—229q5 9 © 
Par conféquent x= TS pero Si de 
Plus on prend pour g une fraétion= ; on 


gftn 


trouve pour x la valeur =—- SE > 


tous les nombres entiers qu’on veut. 
Si l'on fait r=1 & fr, on trouve x 
+ 3; donc x+-4 BC x 74. 
Que fi l'on demandoit quex fût un 
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nombre pofitif, on pourroit faire SE 
3=1 , & on auroit x=—=!1}, moyennant 
quoi x 4— 2 & x +7 =. 

Si l’on fait /=3 & 71, on a x= 
d’où réfüultent x +4 & x47—"? 


Veut-on que lé dernier terme de la KSE 


mule qui exprime x , furpañle le moyen A 
qu'on fafle r—$ ere > On aura x—*? 
& x+7= 2 


at 


& par conféquent x+4= a 


215. 


Troifieme queflion. On cherche une va= 
leur fraétionnaire de x , telle qu’ajoutée:à 
1 ou fouftraire.de 1 , elle donne dans Pun 
& l’autre cas un quarré. 

Puifque ce font les deux formules rx 
& 1—x qui doivent devenir des quarrés, 
qu'on fuppofe la premiere 1x=—pp, on 
aura x=pp—1, & la feconde formule r 

=—=2—pp: Or comme cette formule-ci 
doit devenir un quarré, & que ni le pre- 
mier. terme ni lé dernier neft un quarré ; 
il faudra tâcher de trouver: un cas où la 
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formule devienne un p ; on ne tarde pas 
àen appercevoir un , c’eft celui de p= r. 
Qu'on fafle donc p—=1—gq, de forte que 
— 2; notre formule 2—pp fera 
129 — gg % & en fuppofant la racine 
in, OÙ aura 1-29 — qq — agr 
Hggrrs ainfi 2=g—=—2r+qrr, & =, 
4747 
Gr)? 
une Gaêion , qu'on fafle r=—°, on aura x 
At A 4 a Au Çuu- >i 
= MES 
clair que, doit être plus grand que z. 
Soit donc, par ue HR 


de-là réfulre x= ; & puifque r eft 


& il eft 


on trouvera IER 

120 
169 9 
49 
169? 


Soitiu= 3 & 12, on aurans == 
& les formules 1x 
feront toutes deux: des quarrés. 


216. 


Quarrieme queflion. Trouver des nom- 
bres x tels que oit qu'on les ajoute:à ro, 
foit qu'on les fouftaie. dé 103-il-en réfulte 
des quarrés, 


mn & 1x # 
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Il s’agit donc de transformer en quarrés 
les formules 10—-x & 10%, & on pour: 
roit le-faire par la séhedé. qu’on tvient 
d employer; ; mais indiquons une autre voie 
pour y parvenir. On remarquera d’abord 
que le produit de ces deux formules, ou 
100—xx, doit pareillement devenir un 
quarré ; or fon premier terme étant déjà 
un quarré, il faut en füppofer la racine 
=10—px, moyennant quoi on aura roo 
AR Eee <+ppxx ; donc EE : 

r par-là ce weft encore que le produit 
des deux formules qui devient un quarré, 
& non pas chacune en particulier, Mais 
pourvu que l’une devienne un quarré, Pau: 
tre fera néceflairement auffi un quarré ; or 
10 x PAPE 5 Serter, & puifque 
Pp+ zpr eft déjàtun quarré ; ‘tout fè 
réduit à ce qu'aufli la fraétion -s où bien 


celle-ci Dee, foit:un quarré. Il faut 


pour. cela feulementique 10pp4-10 foit un 
quarré ; & on a de nouveau befoin ici de 
trouver un cas où-cela ait lieu. On remar: 
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quera qu'un tel-cas et p=—3 ; c’eit pour- 
quoi on fera p=3—g, & on aura 100 
“+ 60g+-10q7: Que la racine de ceci foit 
10-9r, on aura l'équation finale 1004-609 
1097100 20q-qqit, qui donne q 
=, au moyen de quoi on détermi- 

20p 


nera p—3—+9, & x EN 

Soit :=3 , on trouvera g=0 & p=3; 
donc x=6, & nos formules 10--x=16 
& ro—r=4. 


— 484 g, 
anfi x=-4-#*, donc 10e Z 10 
—=r= É, quantités qui font toutes deux des 
quarrés. 
GTS 


Remarque. Sion vouloit généralifer cette 


queftion en demandant pour un nombre 
quelconque a des nombres x, tels que tant 
I 


ax que a—x fuffent des quarrés, la fo- 


lution deviendroit fouvent impoffible , fa- 
voir dans tous les cas où a ne feroit pas la 
fomme de deux quarrés. Or nous avons 
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déjà vu plus haut que depuis 1 jufqu’à ço 

ce ne font que les nombres fuivans qui font 

les {ommes de -deux quarrés, ou qui font 
contenus dans la formule xx-}yy: 

1:52, 45 5: 8,9, 10,13, 16,17, 18, 
20, 25, 26, 29, 323 34, 363 37; 
40 ; 413 453 493 50. 

Ainfi les autres nombres compris entre 1 

& 50, & qui font: 

33 03 7103124 A 21023 135 
23 24, 27328, 30, 31, 335 35538, 
39» 423 43 44» 46, 47» 48, 

ne peuvent fe décompofer en deux quartés; 
par conféquent toutes les fois que a feroit 
un de ces derniers. nombres, la queftion 
feroit impoffible. La démonftration en eft 
facile. Soit a-x=pp & a—x==9q ; Yad- 
dition des deux formules donnera za=pp 
ggs donc il faut que 2a foit la fomme 
de deux quarrés; or fi 2a eft une fomme 
de cette efpece , a en fera une femblable; 
par conféquent, lorfque a neft pas la fomme 
de deux quarrés, il fera: toujours impof- 
fible que ax 8& a—x foiert en même 
temps des quarrés. 
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218. 


Comme 3 n’eft pas la fomme de deux 
quarrés , il fuit de ce, que nous avons dit, 


que, fi a=3, la queftion eft impoffble. 
Mais on pourroit objeéter qu'il y a peut- 


être deux quarrés fraétionnaires, dont la 
fomme eft =}3 ; nous répondons que cela 
neft pas poflible non plus; car fi 3 étoit 
ty: & qu'on multipliät par PEIE 
On auroit 3gg/=ppff-ggrr, où le fecond 
membre, qui eft la fomme de deux quarrés, 
feroit divifible par 3; or nous avons vu 
plus haut qu'une fomme dé deux quarrés 
ne peut avoir pour divifeurs que des nom- 
bres qui foient eux-mêmes des fommes de 
cette efpece. 

Il eft vrai que les nombres 9 & 45 font 
divifbles par 3 , mais ils font divifibles aufli 
par 9 ; & même chacun des deux quarrés 
qui compofent tant l’un que l’autre, eft di- 
vifble par 9, vu que 9 = 3 ro, 8 45 
=6 +3"; c’eft donc un cas différent & 
duquel il-n'eft pas queftion ici; & nous 
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pouvons donc nous en tenir à la conclufon 5 
que fr un nombre a weft pas en nombres 
entiers la fomme de deux quarrés , il ne 
le fera pas non plus en fraétions. Lorfqu’au 
contraire le nombre a eft en nombres en- 
tiers la fomme de deux quarrés, il peut 
être d’une infinité de manieres la fomme 
de deux quarrés en nombres fraétionnaires; 
c'eft ce que nous allons faire voir. 


219. 

Cinquieme queflion. Décompoler en au- 
tant de manieres qu’on voudra un nombre, 
qui eft la fomme de deux quarrés, en une 
autre fomme de deux quarrés. 

Soit ff--gg le nombre propofé, & 
qu'on cherche deux autres quarrés , par 
exemple xx & yy, dont la fomme xx4y 
foit égale au nombre. ff op. Il eft clair 
d’abord que fi x eft ou plus grand ou plus 
petit que f, il faut qu'au contraire y foit 


ou plus petit ou plus grand que g: Qu'on 
fafle donc x= fpr & y=g— 9, on 


aura afp te =28gi ant 


=j] 
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= ge, où les deux termes JF & gg fe 
détruifent; après quoi il ne refte que des 
termes: qui font divifibles par z. Ainfi on 
aura fp Hppr— agg gro, ou ppz 
gr 28g—2fp3 donc z: Ru 
d’où lon tire pour x & y les valeurs fui- 
vantes; a Pat flaa-pp) & y= afpa +g (pp-99) 

à PP+99 ` PP+9g 0? 

dans lefquelles on peut adopter pour p & q 
tous les nombres poffibles à volonté, 

Que , par exemple, 2 foit le nombre 


propofé, en forte què 1 &g—1,0on 


aura xx+yy=2 ; & à caufe de x = 21+ 
PP+ 
~ ; nL fion fait p—2 & q 

f 


Sixieme queflion. Si a eft.la fomme de 
deux quarrés, trouver des. nombres x z tels 
que.a-t-x & a—x deviennent des quarrés. 

Soit a—13—09+4, & qu'on fafle 13 
x=pp & 13 —*=—=9q, On aura d’abord 
Par l'addition 26=pp—99, enfüite par 
la fouftraétion j 3x =pp— 99 ; il faut par 
Conféquent que p & g foient tels que PP 
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=}-7g devienne égal au nombre 26, qui ef 
aufi la fomme de deux quarrés:, favoir de 
z5-}1. Or puifqu'il s’agit en effet de dé- 
compofer 26 en deux quarrés; dont le plus 
grand puifle exprimer pp, & le plus petit 
gg, on aura fur le champ p= 5 & = , 
de forte que x==12; mais l'on peut ré- 
foudre le nombre 26 encore d’une infinité 
de manieres en deux quartés. Car puifque 
J=5.& q=! y fi nous écrivons dans les 
formules de ci-deflus z & x au lieu de p & q3 
& p&qau lieu de x S y, nous. trouvons 
ps tn tte, Maintenant 
nous pouvons fubftituer à z & z des nom- 
bres quelconques, & déterminer par - là 
p & q, & par conféquent aufli la valeur 

54 


Soit, par exemple, 4=2 & u= 


L& g=; donc pp—gg- 


221. 


Mais afin de réfoudre cêtte queftion d’une 
maniere générale, foit a=cc--dd, & 
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; a 
inconnue = zs Ceft-à-dire que ce foient 
les formules az & @—z qui doivent de- 
venir des quarrés. 

Faifons az xx 8 A7 = yy , nous 
aurons d’abord 2a—2 (cdd )=xxyy, 
enfüite 27=xx—7y. Donc il faut que les 
quartés xx & yy foient tels que xxyy 
==2 (cdd), où enteffét z (ccdd) ett 
la fomme de:deux quatrés, favoir =(c+d) 
(cd). Suppofons, pour äbréger, c+d 
=f, & c—d—g, il faudra que xxi yy 
= ffþ gg, & cela arrivera, Se ce 


qui a été dit ci-deflus, quand x=?! 


Hate (pra), 3 
A On obtient par-là une 


folution très-facile, en faifant P= & g 


&y= 


agi r Hara 
1; cat On trouve x —=E—p—c 7, 


& y=f=: Ft; par conféquent HT 

& il eft clair que a-z ic F dd Fi cd 
=—(c+d), & age dd — 2 cd —(, (c—d), 

Cherchons une autre folution, en faifant 


En & q ; nous aurons y= 7t & 


5 
= = où tant c & d quey & y peuvënt 


fe prendre en. moins » -parce qu'il neft 
S ij 
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queftion que de leurs quarrés. Or puifque 
x doit être plus gränd que y, qu’on faffe 


dnégatif, on aura x = #2 

N si 24dd d 2 

lréfulte 7— 424%) 8i cette valeur 
í 25 , 

cé+14cd+ 4948 


étant ajoutée à a=cc+dd, donne SEETHER, 


i s Fe 5 
dont la racine quarrée et 7 ; fi l'on fouf- 


Agcc=14cd+dd , le 
5 


trait enfuite.z de a, il refte 
quarré de er & on voit qu'en effet de 
ces deux racines quarrées la premiere eft 
=x & la feconde =y. 


229 


S'eprieme:queflion. On cherche un nom- 
bre x tel que, foit qu’ontajoute x à ce nom- 
bre même, foit qu’on ajoute 1 à fon quarré 
xx, On obtienne un quarré. 

Il s’agit de transformer en quarrés les 
deux formules xr & xx-Lr, Qu'on fup- 
pofe donc la premiere x+1=pp, & à 
Caufe de x=pp— 1, la feconde xx+1=—p" 
—2pp+2, devra être un quarré. Cette 
derniere formule eft de nature à ne point 
admettre de folution, à moins qu'on ne 
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connoïffe d'avance un cas fatisfaifant ; mais 
un tel cas fe préfente aufli-tôt, c’eft celui 
de p=—1. Soit donc P=1+-9, on aura xx 
i=1+-499- apg, ce qui peut de- 
venir un quarré en bien des manieres. 


L) Qu'on en fuppofe d’abord la racine 
1-99, on aura 1499 ag or 
—29g4-9" ; ainfi 49—49g=—29 , où 4-49 
=2 & g—=—;; donc p z& r=, 

IL.) Soit la raine =1—4g , on trouvera 
1499+47 +H =g; par con- 
féquent g9=—? & p=— +, ce qui donne 


smm; comme auparavant. 


HI.) Si l’on fait la racine 14-29-99, 
afin de retrancher le premier & les deux 


derniers termes, on a 14-499 49 gt 
14-49 69949 gt, d'où l'on tire 
g=—2 & p——1; donc x= 

IV.) On peut adopter aufi 1—29—9q 
pour la racine, & on a dans ce cas 14 499 
an =i agaga ans mais 
On trouve comme auparavant g=— 2, 

V.) On peut, fi l'on veut, retrancher les 

S ii 
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deux premiers termes, en faifant la racine 
1299 ; Car on aura 1+-499+49 9 
=1 4 499+ 49"; alors =$ & p- 
conféquent = ; enfin pia 

& repi (Ey. 

On trouvera un plus grand nombre de 
valeurs pour q> en faifant ufage pour cela 
d'une de celles qu'on vient de dérerminer , 
par exemple de celle-ci, 9=—<{; car 
foit à préfent g=—* +r, on a p= 
P=; +r+rr, & P'= +5 r+i Tr” 
+7*; donc Pexpreflion# —łr—i r+ ar 
7#, à laquelle notre formule fe réduit, 
devra être un quarré, & elle devra l'être 
aufñ étant multipliée par 16, dans lequel 
Cas on a 25=24r—8rr4+32rp16rt. Cet 
pourquoi faifons à préfent: 

I.) La racine —$+fr+4rr; en forte 
Que 25—247—8rr—+ 328167 — 25 
iofr+ 4orr + ffrr+ Sfr Gr. Les 
premiers & les derniers termes fe détrui- 
fent, & nous Ôterons auffi lés feconds, 
en failant —24—10f, & par conféquent 
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es divifant enfuite les termes ref: 


5 
tans par r, nous avons 8-3 27FF40 
FAES fr ; 8 en admettant le figne fupé- 
rieur, nous trouvons z= #4, Or, à caufe 


L; donc P 
£; ainfi x (5), & 
8 3e 

IT.) Que fi nous adoptons le figne in- 
férieur, nous avons —8—+3 2r=—40-f{f 
—8/fr, d'où fe conclut TE; & pui 
qef=— 7, on a r=; doncp=?, 
ce qui conduit à l’équation précédente. 

IIL.) Soit 4rr+a4r-ks la racine de la for- 
mule; de forte que 1673 27 —8rr—24r 
+2j=167t+32P+407r+40r+25. Comme 

+167r 
de part & d'autre les deux premiers termes 
& le dernier fe détruifeñt, nous aurons —87 
—24—=t40r F1 6r+ 40, ou a dama T, 
=+ 40r t 40. Si nous admettons le figne 


fùpérieur , nous avons par conféquent —247 
—24=40r -40 , ou o=64r4-64, ou 
O1, c'eft-à-dire r=—iı & p=—!; 


27 


S iv 
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mais c'eft un cas qui nous eft déjà connu; 
& on n’en auroit pas trouvé un différent 
en faifant ufage de l’autre figne. 

IV.) Que la racine foit s—+-frgrr, & 
qu'on détermine f & g, de façon à faire 
évanouir les trois premiers termes. Puifque 
aétuellement 25 —24r—8rr 3 271674 
2510/1087 2fgr or, on 

Fff 
aura d'abord —24=10f, ainfi f=—2 
enfuite —8—10g—+-ff, ou g= 

Hisn, Quand on aura donc fubf- 


titué & divifé les termes reftans par z 

2 Et or — 2/g-32 
on aura 32 Frér 2/8 er Tr ns 
Or le numérateur 2fg—32 devient ici 


——+24072-321625 32:496 __ —16.32,31 = 4 
an a e edea 


nominateur 16—gg= (4—2) (4e) = 2 
UE 


? 


ERTAS 

672 __ aAa A 1550, g 
rc sas & onen 
j 239 : 
conclut p in» Moyennant quoi on 
obtient une nouvelle valeur de x à caufe 


de x=pp—1, 
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223. 


Huitieme queflion. Trouver un nombre 
x qui, ajouté à chacun des nombres donnés 
a, b & c, produife un quarré. 

Puifqu'il faut que les trois formules X+a, 
xb & xc foient des quarrés , qu’on 
fafle la premiere xp a=, où aura x 
=z —a, & les deux autres formules fe 
changeront en 77—b—a, & zx c—a 
Il faudroit préfentement que chacune de 
celles-ci fût un quarré; mais c’eft ce qui 
n'admet point de folution générale; fouvent 
la chofe eft impoñfible , & fa pofūbilité dé- 
pend uniquement de la nature des nombres 
b—a & e—a. Car fi, par exemple, b—a 
=I & c—a——1, c'eft-à-dire ba 1 
& c—a—1, il faudroit que z7-kr & 
zt=1 fuflent des quarrés, & que z par 
conféquent fût une fraétion ; ainfi on feroit 


z=}, & il faudroit que les deux formules 
Pp+-gg & Pp—gg fuflent des quarrés, & 
que par conféquent aufli leur produit pt—g* 


fût un quarré ; or nous avons fait voir plus 
haut que cela eft impoflible, 
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Voulût-on faire b—a=2, & ec 2, 


c’eft-à-dire bat & c 


-2, On au- 


roit, en faifant encore z =$, les deux for- 


mules PP 299 & pp— 29g à transformer 


en quarrés ; par conféquent il faudroit aufi, 


que leur produit p*—49 devint un quarré; 
or c’eft ce que nous avons de même fait 
voir être impofhble, 

Soit en général b—a=m & c—a ns 
de plus {=}, il faudra que les formules 
PP-m9g & pp -}-ngg deviennent des quar- 
rés ; & nous venons de voir qué cela et 
impoflble, tant lorfque m=+1 & n=— r 
que lorfque m2 &n— 2. 


» 


Cela eft impoflible auf, lorfque m=ff 


& n=— ff; car on auroit dans ce cas 
deux formules, dont le produit feroit —p# 
—f"q", c’eft-à-dire la différence de deux 
bi-quarrés, & nous favons qu’une telle dif- 
férence ne peut jamais devenir un quarré, 
De même, quand m=iff n= 
on a les deux formules PP+2ffag & PP. 
—2/]4q qui ne peuvent devenir toutes les 
deux des quarrés, parce qu'il faudroit que 
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leur produit p*—4f*g pt devenir un 
quarté ; or fi l'on fait fg=r, ce produit fe 
change en pt— 47‘, qui eft une formule 
dont limpoflibilité a été démontrée plus 
haut. 

Que fi Pon fuppofe m—1 & n=2, en 
forte qu'il s’agifle de réduire en quarrés les 
formules pp—-9g & pp+-29g, on fera pp 
+gg=rr & pp+21qq= ff; la premiere 
équation donnera pp—rr—9g, & la fe- 
conde donnera #r—9g=ff; donc il fau- 
droit que tant rr—9g que rr—-9q pût être 
un quarré ; or l'impofhbilité en eft prouvée, 
puifque le produit de ces formules, ou 7* 
9"; ne peut devenir un quarré, 

Les exemples que nous venons de donner 
fuffifent pour faire voir qu'il weft pas facile 
de choïfir pour m & x les nombres qui ren- 
dent la folution poñfible. L’unique moyen 
de trouver de telles valeurs de m & de», 
c’eft de les imaginer, ou bien de les déter- 
miner par la méthode qui fuit. 


On fait fHmegg—hh & free CA 
ar le iere équati Soda à 
on a par la premiere équation m= a 
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& par la feconde n=; cela pofé, on 
na qu'à prendre pour f, g, 4 & k des nom- 
bres quelconques à volonté, & on aura 
des valeurs de m & de n qui rendront la 
folution poffible. 

Soit, par exemp. 4=3, kane 
& g=2, on aura m=2 & n=6; & on 
peut être certain maintenant qu'il eft pof- 
fible de réduire en quarrés les formules PP 
“299 & pp+6qg, puifque cela arrive 
quand p=—1 & g—2. Mais la premiere 
formule devient en général un quarré, fi 
P=rr—2Î] & q=zrf; car il en réfulte PE 
299= (72 ff). La feconde formule 
devient alors pp 6gq=r + zorr af, 
& nous connoiflons un cas où elle devient 
un quarré, favoir le cas de p—1 & Tin 
qui donne r=r & f—1, ou en général 
r=f; de forte que la formule eft N 
Connoiffant donc ce cas, nous ferons tel 
1; nous aurons r= af, & rt 
=*F effet af Le, notre for- 
mule deviendra 25/*+ 44/24 26ffit+4fe 
“rt; & fuppofant que fa racine foit $/f 
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fire, nous l'égalerons au quarré 2 $/* 

Hioffitiofft+affé +, au moyen 
ET 

de quoi les premiers & les derniers termes 

fe détruiront. Faifons de plus 4= 2f, ou 

f=2, afin de chafler les termes pénul- 


tiemes, & nous parviendrons à l'équation 


44/4261 0f/ iot ff 20/41 47 > 


ou f=—t; & i=; donc [=i 


& 12, où t=— 2f, & par conféquent 
r=— f & rr=ff, ce qui neft autre chofe 
que le cas déjà connu. 

Mais déterminons donc plutôt f, de fa- 
çon que les feconds termes s’évanouiflent : 
il faudra faire 44=—10f, ou =; &en 
divifant enfuite les autres termes par fir, 


nous aurons 26/—-41—10/+-ff/L2fr, 
c'eft-à-dire = ; ce qui donne z 
ME a 
ainfi /=3 & /—10; moyennant cela nous 
trouvons p=2//—rr—191 & g—327rf 
=60 , & nos formules feront Pp+-29q 
43681 (209) & pp6gg= 58081 


= 2141 
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224. 
Remarque. On peut trouver de la même 
maniere encore d’autres nombres pour m 
& n, qui faflent que nos formules devien- 
nent des quarrés; & il eft bon de remar- 


quer que le rapport de m à # eft arbitraire. 


Soit ce rapport, comme aà $, & qu'on 
ait m=az & n=&bz, il fera queftion de 
favoir comment on doit dérerminer z, afin 
que les deux formules ppa?9g & pp+-bxqq 
puiflent être transformées en quarrés. Nous 
en indiquerons les moyens dans la folution 
du probleme fuivant. 

DD 

Neuvieme queflion. Si a & b font des 
nombres donnés, trouver le nombre 7 , tel 
que les deux formules pp-a7gq & pp-b:qq 
deviennent des quarrés , & déterminer en 
même temps les-plus petites valeurs pofi- 
bles de p & de g. 

Qu'on falfe ppt atga =r & ppt irig 
= ff, & qu'on multiplie là premiere équa- 
tion par b & la feconde par a, la différence 
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des deux Ru fournira l'équation (ba) 
Pp=brr-aÎ], par conféquent pp: TE, 
& il faudra que cette formulé foit un quarré; 
or celt ce qui arrive, quand 7=f. Qu'on 
fuppote donc, afin de faire fortir les frac- 
tions, r= (2e, on aura P=T 

LP 28 af (b—aY naff 
b— 


a 


tes (G — a) f+ bba) frl a)r 


b—a 

= ff +26 bb arr 
Qu'on fafle mainten: añtp=/ Lie, on 
ar pp ff tfe 


RE où jes fi din uifent; de forte 
que les autres termes étant divifés pare, 


& multipliés: par yý; donnent 2 bfyy-+b 
(b—ajtyy= z fx yrs d où réfulte 
= eee Ga Ainfir= 2 
—20yy , & Pr yy XX ; de plus 
r2 (b—a) xy=-b (ba) yy wos S par 
conféquent p =f4+š tb (ba) yy xx 
abiy = (x — by} = abyy. 

Ayant done trouvé p, 7 & f, il nous 
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refte à déterminer z, Souftrayons pour cet 
effet la premiere équation PP+aqg=rr 
de la feconde pp+brqq=ff, le refte fera 
14e) = —rr (fr) (rx 
Or jr= 2(0—a)xy2xx y & f—r=2b 
(—a)yy—2(ba)xy, Où /—r=—2x (ba) 
Y— x), & rx (ba)y (y) ainf 
(—2)zgg=2x (ba) x).2( a)y(y-x), 
ou Ug=2x((b-a)y=x)2y (by x) > OÙ 79q 
=4xy(b—a)y— x) (by =x); par confé- 


y #9 (= a)y=#) (byw) 
quent + —= T, Fi 


Il s’agit donc de prendre pour gg le-plus 
grand quarré , par lequel le numérateur foit 
divifible; mais remarquons premiérement 
que noüs: avons déjà trouvé P=Û(b= ayy 
aa 2bx y (by) abyy ,; & qu'ainfi 
on peut fimphfier en,faifant-x — vby, 
ou x—by=v, vu qu'alors P=VV-abyy, 
br sept), ou tte y) 
Moyennant-cela on pourra prendre pour 
y & y des nombres quelconques, & adop- 


tant pour gg le plus grand quarré contenu 
dans le numérateur, on déterminera faci- 


lement 
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lement la valeur de {5 après quoi on re- 
viendra aux équations m=az , n=bz, & 
p=vy —abyy, & on obtiendra les for- 
mules qu'on cherchoit. 

in) PP agg =l —abyy Y 4 4avy 
(+-ay) (+6), qui eft un quarré dont 
la racine eft r=—vv—zavy—abyy, 

IL.) La feconde formule devient pp+bzgg 
=¢er—abyyy Habry (by), ce 
quieft aufli un quarré dont la racine /—=—vv 
— 20vÿ — abyy ; & on peut prendre les 
valeurs tant de > que de / pofitives. Dé- 
veloppons ces réfultats dans quelques exem- 
ples. 


226. 


Exemple premier. Soit a= & b=, 
& qu’on cherche des nombres Z, tels que 
les deux formules pp—zgg & PP+-x99 de- 
viennent des quarrés; favoir la premiere 
=r, & la feconde —/f: 

Nous avons donc P=vv-}yy , & nous 
Waurons, afin de trouver 7, qu'à confidérer 


y y) 
la formule 7 eao), nous donnerons 
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à v & ày différentes valeurs, & nous-ver- 
rons celles qui en réfultent pour. 7. 


PL FIL [UT | 10. 


3 
2 
1 


Patio ROIS) 9 2 
f ta RAR O IGN eA ERa 
41 16| iga 36.25.16] 16.9 
sons 7|, 14 
sl 131 191. 41 337 65} 


PRE NE LEE A E CARE 
Nous fommes en état, moyennant ces 
valeurs, de réfoudre les formules fuivan- 


tes, & d’en faire des quarrés. 

I.) On peut transformer en quarrés les 
formules pp—69g & pp+-6qq : cela fe fait 
en fuppofant p=5$ & g—2; car la pre- 
mière devient =25 = 2451 p .& la fe- 
conde — 25h24 49. 

IL.) Auf les deux formules, pp — 3044 
& pp+-30gg: favoir en faifant p==13 & 
g=2; car la premiere devient =169—120 
= 49 , & la feconde 1694-1210 —289. 

JL.) De même les deux formules pp1599 
&c pp-l-15gg: car fi l’on. fait p=17 à 
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J=4510n a da «premiere ==289-—240 
=49 à la feconde =289-240—520. 

IV): Les deux formules pp 77 Spp 
-+5gg deviennent pareillement des quarréss 
favoir quand pyr & gi 2 3: car alors 
PP—>5 q] =1 681720 0612317) 260 pp 
599168 1720240 mgo 

V:) Les deux formules pp} 8 pp 
Hygg font des quatrés, fi pyy Re q 
120 ; car la premiere alôts ef = 113569 
“—100800—12769—=113", &äla feconde 
elt —=113569 10080021 43690463% 

VE.) Les formules pp—1499 & pp F1 499 
deviennent des quarrés dans le cas de P 
= 65 & de g—i2 ; car alois pp —1 499 
4225 —2016—2209—47", & pp-1499 
=422 2016624179". i 


22% 


Exemple fecond. Lorfqué les deux nomz 
bres » & n. font dans-le rapport de 1:2, 
c’eft.à-dire que ay &h= 2, & qu'ainfi 
m=z & n27 , trouver pour 7.des valeurs 


Ti 
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telles, que les formules pp+zgg &pp+2zgq 
puiffent être transformées en quarrés: 

Il feroit fuperflu ici de faire ufagé’ des 
formules générales que nous avons données 
plus haut, cet exemple pouvant fe réduire 
immédiatement au précédent. En effet, fi 
Pur & ppt = ff; on a par 
la premiere équation pp=rr—=zgg; ce qui 
étant fübflitué dans: la feconde, donne sr 
gif; ainfi la queftion eft-unique- 
ment que les deux formules 7r—799 & rr 
-+744 puiflent devenir.des quarrés, & c’eft, 
comme on voit, le cas de l'exemple pré- 
cédent.s On aura par conféquent pour z 
les valeurs fuivantes, 6, 30, 15, 5,7, 
14, &e, 

On peut faire auffi en général une tranf- 
formation femblable. Car fuppofons que 
les deux formules RENEA & pp- ngg 
puiffent devenir des quarrés, & faifons pp 
mgg=rr & png =f; la premiere 
équätion donnant pp=#rr—mgq, la feconde 
deviendra ff=7r—mggngg, où rr 
rm) gg = ff; fi donc les premieres 
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formules font poflibles; ces dernieres rr 


—mgg & rr4+(n—m)gq le feront de même, 
& comme m & n peuvent être mis l’un à 
la place de l’autre, les formules rr hgq 


& rr4-(m—n)gg feront poflibles pareil- 
lement; & au contraire , fi les premieres 
font impoflibles, les autres ne le feront pas 
moins, 

228, 


Exemple troiffeme. Que m foit à n comme 
1:3, où bien que a—1 & b—3, de forte 
que m=z & n—37, & qu'il s'agifle de 
transformer en quarrés les formules pp+-49 
& pp+ 349. 

Puifque a=1 & b=3 , la queftion fera 
poflible dans tous les cas où ?99=—4vy 
GHy) CH 3y), & p=vv— 3yy. Ainfi 


adoptons pour y & y les valeurs fuivantes : 


16! 
9 
25 

43 

A EEE AINE 

449-25] 4916.25 

2 43 

191 13 

a mr 

Or nous avons ici deux cas Pour 7—», 
ce qui fait que nous pouvons transformer 
de deux manieres les formules Pp- 299 & 
PP 699. 

La premiere eft de faire Pa LE de 
& par conféquent aufi p—1 & Je 
çar nous avons alors PP=-299=0 & pp 
F6g= 25. 

La feconde maniere eft de fuppofer p 
191 & g—=60, moyennant quoi nous 
aurons pp4-299—(209)" & pp+6gg=241°. 
Il eft difficile de décider fi on ne pourroit 
pas faire aufi z=1 ; ce qui auroit lieu, 
quand 799 feroit un quarré. Mais quant à 


la queftion, fi les deux formules PP—-99 
& pp+-3gq peuvent devenir des quartés » 
voici lé procédé qu'elle exige, 
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Il s’agit de rechercher fi on peut tranf- 
former en quarrés, ou non, les formules 
PP+-g9 & PP+-399 : qu’on fuppofe Pp—+-9q 
=r & pp+3gq > & qu'on confidere 
les points fuivans : 

L) Les nombres pP & q peuvent être 
regardés comme premiers entr’eux ; car 
s'ils avoient un commun divifeur, les deux 
formules ne laifferoient pas de refter des 
quarrés, après qu'on auroit divifé P & q 
par ce divifeur. 

IL) p ne peut être un nombre pait; car 
en ce cas q feroit impair, & par conféquent 
la feconde formule feroit un nombre de 
l'efpece 43, qui ne peut devenir un 
Quarté ; donc p eft néceffairement impair, 
& pp elt un nombre de l'efpece 87-1. 

HT.) Puis donc que p eft impair , il faut 
que, dans la premiere formule, g foit non- 
feulement pair, mais qu'il foit même di- 
ViGble par 4, afin que gg devienne un nom- 
bre de lefpece 167, & que pp foit 
de lefpece 821, 

T iy 
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IV.) De plus p ne peut être divifible par 
3; car fi cela étoit, pp feroit divifible par 
9, & gg ne le feroit pas; ainfi 3gg ne feroit 
divifible que par 3 & non par 9; par con- 
féquent aufli pp+-3gg ne pourroit être di- 
vifé que par 3 & non par 9, & ne pourroit 
donc être un quarré ; ainfi p ne peut être 
divifé par 3, & pp fera un nombre de lef- 
pece 37-i. 

V.) Puifque p neft pas divifible par 3, 
il faut que g le foit; car autrement gg feroit 
un nombre de l'efpece 321, & par con- 
féquent ppg% un nombre de l'efpece 37 


+2, qui ne peut être un quarré ; donc g 
doir pouvoir fe divifer par 3. 


V1.) p weft pas divifble non plus par $ ; 
car fi cela étoit, g ne le feroit pas, & gg 
feroit un nombre de l'efpece şn-+ı ou 
sn--4; par conféquent 399 feroit de l’ef- 
pece $2—+-3 ou $n—+-2, & comme PP 
7399 appartiendroit aux mêmes efpeces , 
cette formule ne pourroit devenir un quar- 
té; donc il faut néceffairement que: pne 
foit pas divifible par ș , & que pp foit un 
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nombre de l’efpece 5241, ou de l’efpece 
sa-t-4. 

VIL) Mais puifque p weft pas divifible 
par $, voyons fi q eft divifible par $ ou 
non; que fi f n’étoit pas divifble par 5, 
gg feroit de l’efpece $n—2 où $2+3, 
comme nous avons vu; & puifque pp eft 
sai ou $n+-4, il faudroit que pp-39g 
fùt de même, ou 571 où 524. 

Qu'on s'imagine pp=$n-fr , on aura 
g= san4 » Parce qu'aurrement pp+-97 
ne pourroit être un quarré ; mais on auroit 
alors 399= $n2 & pp-3gg=5nt3, 
ce qui ne peut être un quarré. 

Soit en fecond lieu pp=$;n—-4, on a 
dans ce cas gg=ç$n—#i & 399=5n+3; 
donc pp+-399=$n+-2, ce qui ne peut 
être non\plus un quarré. Il s'enfuit de-là que 
gg doit être divifble par 5. 

VII) Or q étant divifible d’abord par 
4, enfuite par 3 & en troifieme lieu’ auf 
par 5, il faut que.ce foit un nombre tel 
que 43:57, Où que q= bom ; ainfi nos 
formules deviendroient prH-3600mm=rr, 
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& pp+-10800mm=—ff; cela pofé , la pres 
miere, étant fouftraite de la feconde, 
donnera 7200mm—=ff—rr=(f+r) (Jr); 
de forte qu'il faudra que fr & =r 
foient des fa&teurs de 720077m; & on doit 
faire attention en même temps qu'il faut 
que f'& r foient des nombres impairs, & 
de plus premiers entr'eux. 

IX.) Soit de plus 7200mm=4fg, ou 
que les faéteurs en foient 2f & 2g, & qu'on 
fuppofe fr zf & f—r=zg, on aura 
J=f+g & r=f—g; & il faudra qué 


f & g foient premiers entreux, & que Pun 


foit pair & Pautre impair. Or comme Je 
=1800mm, il faudra donc décompofer 
1800mm en deux faéteurs, dont Pun foit 
pair & l’autre impair, & qui vaient aucun 
commun divifeur. 


X.) Il eft à remarquer en outre, que 
puifque 77=pp9q , 8 qu'ainfi r eft un 
divifeur de: pp-}gg il faut que r=f—p 
foit pateillement la fomme de deux quarrés, 
& comme ce nombre eft impair, il faut 
qu'il foit contenu dans la formule 4742. 
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XI) Si nous commençons maintenant 
par fuppofer mer, nous aurons fg=—1800 
==8.9.25 , & delà réfulteront les décom- 
pofitions fuivantes: f—=1800 &e g=1, où 


f—=200 & g—91, ou PT & p—15, 


ou f==225 & g=—8. La premiere donne 
1709 = 4n4 3; la feconde 
donne 7 =f pig = nr 3 ; la trot 
fieme donne r=f—g=47=4773 ; mais 
la quatrieme donne r=f—, —217— Ant. 
Ain les trois premieres décompofirions 
devront être exclues, &il ne nous reftera 
que la quatrieme ; nous pouvons en con- 
clure en général, que le plus grand faéteur 
doit être impair, &'que le plus petit doit 
être pair; mais au refte la valeur =—217 
ne’ peut même avoir lieu ici, parce que 
ce nombre eft divilible par 7, ce qui neft 
pasila fomme de deux quarrés, 
XIJ Soit m=z, On aura 
32.225 ; eft pourquoi l'on fera f—22$ 
By 32, en forte que 1193 ; 
& ce nombre étant la fomme de deux 
quarrés, il°väuda’ la peine de l'effayer. 
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Or comme g=110 & r=193, & que 
Pp=rt— qq (#9) (rg) ; on aura +4 

=313, & r—g=73 ; mais puifque ces 
facteurs ne font pas des quarrés, on voit 
bien que pp ne devient pas un quarré. On 
perdroit de même fa peine à fubitituer au 
lieu de » d’autres nombres, c’eft ce que 
nous allons encore faire voir. 

230. 

Théoreme. I eft impoñlible que les deux 
formules pp+-gg & pp-3qq foient Pune 
& l’autre un quatré en même temps; ide 
forte que dans les cas où l’une eft un quarré, 
il eft sûr que l’autre n’en eft pas un. 

Démonftration, Puifque p eft impair & 
que q eft pair, ainfi que nous l'avons vu, 
pp“-9g ne peut être un quarré que lorfque 
q=zrf & p=rr—ff; & pp+4-399 ne peut 
être = O , que lorfque q= ztu & pn 
— 3uu, Où p==quu— tt, Or comme dans 
les deux cas g doit être un double produit» 
qu’on fuppofe pour l'un & l’autre g=zabcd, 
& qu'on fafle pour la premiere formule 
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r=ab & f—cd', & pour la feconde #—ac 
& u=bd, on aura pour celle-là p=aabb 
—ccdd, & pour celle-ci p—aacc—3bbdd, 
Où p= 3 bbdd—aacc , & ces deux valeurs 
doivent être égales ; ‘ainfi l'on a où aabb 
rCcdd=aacc—3bbdd, ou bien aabb—ccdd 
= 30bdd—aacc, & on obfervera que les 
nombres a, b, ce & d font généralement 
plus petits que p & g. Il faudra maintenant 
confidérer chaque cas féparémenr : le pre- 
mier donne aabb- zbbdd=—ccdd4 aace , 
ou bblaat 3dd)=cc(aa4-dd), d'où ré- 
fet, fraltion qui doit être un 
quarré. Or le numérareur & le dénomina- 
teur ne peuvent avoir ici d'autre commun 
divifeur que 2, parce qu'ils onr pour dif. 
férence 244. Si done’ 2 étoit un commun 
divifeur, il faudroït que tant que saada 
fût un quarré ; mais les nombres a & d font 
dans ce cas impairs l’un & l'autre, ainfi 
leurs quatrés font de la forme 8nLr, & 


aa+3 


f d as $ i 
la formule" eft comprife dans] expref 


tion 4n-}2 , & ne peut être un quarté ; 


donc 2 ne peut être un divifeur commun; 
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le numérateur aa+-dd & le dénominateur 
aa--3 dd font premiers entr'eux , \&-l faut 
que chacun foit de foi-même un quarré. 
Or ces formules font femblables aux pre- 
mieres,, & fi, celles-ci étoient des quarrés , 
il faudroit. que des formules femblables, 
mais compofées des_plus petits nombres, 
fuflent aufli des quarrés; ainfi on peut con- 
clure réciproquement de ce qu’on n’a pas 
trouvé des quarrés dans les petits nombres, 
qu'il n’y en a point dans les grands, 

Cette, conclufñon cependant n’eft admif- 
fible qu'autant que le fecond cas aabh=ccdd 
—=3bbdd— aacc, nous en fournira,une pa- 
reille. Or cette équation donne aubb-aacc 
=bbdd cdd, où aa(bbEcc)=dd( 308 
cc)» & par conféquent = = 
ainf_cette-fraétion devant être un quarré, 
la conclufion précédente fe trouve pleinez 
ment confirmée; car fi dans de grands nom- 
bres il y avoit des cas où PP+99 SCpP+397 
fuffent des quarrés, il faudroit que de tels 
cas exiftaffent aufli pour des nombres plus 
petits, & c’eft ce qui n’a pas lieu. 
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Douxieme gueffion. Déterminer trois 
nombres, x, y & 7, tels qu’en les mul- 
tipliant enfemble deux à deux, & ajoutant 
1 au produit, on obtienne chaque fois un 
quarré; c’eft-à-dire qu'il s’agit de trant 
former en quarrés les trois formules fui= 
vantes: 

Lzy +r, I.) xz, 8 Myg- 

Qu'on fuppofe des deux dernieres l’une 
x7-i=pp, &lautre y7—1= 9, & on 
aura x= y=% ; La premiere for: 
mule fe trouve transformée par-là ten celle- 
£ ; feu +r; qui doit par conféquent 
étre un quarré , Ĝe qui ne le fera pas moins 
fon la multiplie par {5 de forte que la 
formule CPp—1) (gg —1) x, ‘doit être 
un quarré, ce:qu'il eft facile d'obtenir, En 
effet, que la-racine en foit =?r, on 
aura (pp =) (991) =2 rgbrr, 8e z 


= O DCT ml badd 


ar 


> Où lon peut fubftituer à p3 
I & r des-nombres quelconques. 


Soit, par exemple, T=—pq—1, on 
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aura rr=ppqq} zp 1 ea Aee EA 


pret, === ea, 
UE 5 donc x= RATIO 


EAD (ad gg y EDGE), 
CEN (P+9Y 
Mais fi l’on demande des nombres en- 
tiers, il faudra faire la premiere formule 
xy+i=pp, & fuppofer z=x4 y+ g; 
alors la feconde formule devient xx-xy 
xxx gx pp, & la troifieme 
fera syty F IEI F PP & 


elles deviennent évidemment des quarrés , 


filon fait gq=+ 2p, vu que dans ce cas 
la feconde eft =xx +3px-} pp, dont la 
racine et xp, & latroifieme eft =yy 
+2py pp, dont la racine eft y+ p. Nous 
avons par conféquent cette folution très- 
élégante: -xy-1=pp où xÿ==pp— 1 » 
qui a lieu facilement pour une valeur quel- 
conque de p; & de plus le troifieme nom- 
bre fe trouve moyennant cela de deux 
manieres, puifqu'on a ou 3==x+-y+2p, 
ou 7==x-7—2p. Eclairciflons ces réfultats 
par quelques exemples. 

1.) Soit 
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I.) Soit p= re 
3 I) oit pas; On aura pp 
fi l'on fait x—2 18 
12, Où = 


— 4, On aura ou À 


; ainfi les trois nombres 
cherchés font 2,4 & 12 


IL) Soit p=4, ‘on a pp- 


15; main- 
tenant fi xs & y=} , on trouve Fe 


ou 7—0 ; donc les trois nombres cherchés 
font 3, 5 & 16. 

IL) Soit p—$, on aura pp—1=—24 ; 
& fi de plus on fait x=3 &y=8, on 
trouve 321 , ou bien auffi =r; d’où ré- 
falrent les nombres fuivans: 1, 3 & 8 > OU 
CUS TE 


232 
3 


Treizieme queflion. On cherche trois 
nombres entiers, x, y, & 7, tels que fi 
On ajoute à chaque produit de ces nombres 
multipliés deux à deux, un nombre donné 
a, on obtienne chaque fois un quarré. 

Puifque les trois formules füivantes doi- 

A R NE. 
Vent être des quarrés, L) xy-pa, IL.) x? 
“a, IL) ya, qu'on fuppofé la premiere 
Fallen: ” , A EZT 
y Fa=pp, & qu'on fafle 7=x+-y+7, 
Tome 11 V 
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on aura pour la feconde formule xx4:xy 
“axghaxxxgt-pp, & pour la troi 
feme xy-yyy gays 8e 
elles deviennent toutes deux. des quarrés, 
z=x-4}yt2p, c'eft-à-dire 
qu'on peut trouver pour z deux valeurs 


fi —+2p; ainf 


différentes. 
233. 

Quatorzieme queffion. On demande qua- 
tre nombres entiers, x, y, 7 & v, tels que 
fi on ajoute aux produits de ces nombres 
pris deux à deux , un nombre donné a, il 
en réfulte des quarrés. 

Il faut donc que les fix formules fuivantes 
deviennent des quarrés: 

L)xya, IL) x7 a, Il) y7 4, 

IV.)xv#a, V. Jytta, VL)va 

Qu'on commence par fuppofer la pres 
miere xy--a==pp, & qu'on prenne z=» 
—+y+-2p, la feconde & la troifieme for- 
mule deviendront des quarrés, Si de plus 
on fuppofe v=x—y—2p, la quatrieme 
& la cinquieme formules deviendront pa- 
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reillement desquarrés; il ne reftedóne que 
la fixieme formule qui fera xx FHaræy-yy 
—A4pp-a , & qui devra de même devenir 
un quarré, Or comme pp— cya, cette 
derniere formule devient xx— 2xy yy 
—34, 8 par conféquent il s’agit de trang 
former en quarrés les deux formules fui: 
vantes: 

IL) xy-+a=pp, & IE) =y) ga, 

Que la racine de la derniere foit (x=—y) 
— 9; on aura (X—y) —3a—{(x— 
(x—y)+ gq; anfi —3a— 
EE A I 
par conféquent pp =; 

Soit à préfent p 
Dy 7 ya, où 49772 gr 
=(97+3a)y+1aq, ou 2grr—zag=(qq+3ayy 
4919 y= are] où g & r font 
arbitraires, pourvu que x & y deviennent 
des nombres entiers; car puifque p= 2h 
les nombres z & v feront entiers pareille- 
ment, Le tout dépend principalement de 


la naturé du nombre a, & il eft vrai que 


Vi 
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la condition par laquelle on exige des nom- 
bres entiers, pourroit caufer quelques dif- 
ficultés ; mais il faut remarquer que la fo- 
lution eft déjà fort reftreinte d’un autre côté, 
parce qu'on a donné aux lettres z & v les 
valeurs x- y+ zp, tandis qu'elles pour- 
roient en avoir évidemment un grand nom- 
bre d’autres. Voici donc quelques confi- 
dérations fur cette queftion, qui peuvent 
avoir leur utilité aufi dans d’autres cas. 

I.) Lorfque xy-a doit étre un quarré, 
ou xy=pp—a , il faut toujours que les nom- 
bres x & y aient la forme rr—aff; fiidonc 
nous füppofons x=—bb—ace & y=dd—aee, 
nous trouvons xy—(bd—ace) —a(be—cd). 

Soit maintenant be—cd=+ r , nous au- 
rons xy = (bd—ace)—a, & par confé- 
quent, xy-a=(bd—ace). 


IL.) -Si de plus nous fuppofons =f 


—age, & que nous donnions à f & à g 
des valeurs telles que bo—cf—#+r, & que 
aufli dè—ef=+1, lés formules xza & 
yx-a deviendront pareillement des quar- 


rés. Ainf tout {ë réduit à donner tant à bs 
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cy d & e qu'à f & à pg, des valeurs telles 
que la propriété que nous avons fuppofée 
ait lieu. 

TL) Repréfentons ces trois couples de 
lettres par les fraétions ur 2 & £; elles de- 
vront être telles que chaque différence de 
deux d’entr’elles foit exprimée par une frac- 
tion, dont le numérateur =1, Car puifque 
b bed iie aaa à 
nm a il faut, ainfi que nous l’avons 
vu, que ce numérateur foit —+1. Une 
de ces fraétions au refte eft arbitraire, & 
il eft facile d'en trouver une autre, de façon 
que la condition preferite ait lieu. Soit, par 
exemple, la premiere E À, il faudra que 
la feconde Ż lui foità peu près égale ; qu’on 
faffe doncź 2 $ , on aura la différence 7=7. 
On peut aufi déterminer cette feconde 


fraétion par le moyen de la premiere, d’une 


ani lahat d _3 
maniere générale; car puif 


il faut que 3e—2d—1 , & par cor 

Ad 3e—1, & de. Ainf faifant 
M, OÙ e= 211 , nous aurons d 

=ym1, & notre feconde fraétion fera 


Vij 
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mi. Ceff de la même maniere qu'of 
pourre anih jer la feconde fra&tion pour 
telle premiere que l’on voudra , comme on 
le voit par les exemples fuivans: 


= yarimta aril Bats garii 
| PR En | 


IV.) Quand on a déterminé de la façon 
requife les déux fraétions À &< $, il eft fa- 


cile den trouver aufli une troifieme analo- 


ue à celles-là. On n’a qu’à fuppofer {=6+-d 
g ll O q mpi fer f=b+d 


btd 
=c--e, de forte quef =; carles 
deux premiéres donnant /e—cd—+1, on 


b Ft 


ce cerce 


; & en fouftrayant de même la 
fecondede latroifieme , on aurat — 


tr 


teree” 

V.) Après avoir déterminé de cette ma- 
4 ; > 
iet, il eft fa- 


cile de réfoudre notre queftion pour trois 


p RENE 
niere les trois fra&tions =, 


nombres x, y & 4 , en faifant que les trois 
formules xy-a, x74a & ya, 
deviennent des quarrés: on wa qu'à faire 


D'A'L GIE BÖR E, 314 

x=—=bb— acc, y=dd—aeé 8 7 ff 008: 
Qu'on prenne , par exemple, dans la table 
o CT) dy, = finant 

du n°. ILE, =, onara =; 
d'où réfulte x=25—090, y=49—1 6a & 


7144 — 494; & au moyen de quoi of 
a d’abord xÿ +a=1 22584041 444" 
(35 —12a)"}; enfuite tg a= 3600 
252044 441a=(60—21a) ; enfin yz 
Fa—7056—4704a +78 4aa—(64 284)". 


234 


Qu'il s'agifle maintenant de déterminer, 
conformément à notre queftion , quatre 
lettres, x, y, 7 & v, il faudra joindre une 
quatrieme fraétion aux trois précédentes. 
£ 
g 
, & qu'on fuppofe la quatrieme frac= 


=t aht de façon qu'elle ait 


2er 


5 . : b d 
Soient donc les trois premieres =, = 
b+d 
EREA 


avec A troifieme & la feconde le rapport 
preferit; fi l'on fait après cela x=hb—aact, 
y=dd—aee , z=ff agg & v=hh—akk, 

onaura rempli déjà les conditions fuivantės: 


L)xy+a= 0; Mapam) y; 
V iv 
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+a= Cr IV.) yv a a EESTE g+ a 
=O; & il ne refte donc qu’à faire. en 
forte qu'auffi xy a devienne ‘un quarré, 
ce qui ne réfulte pas des fuppoñtions pré- 
cédentes, parce que la premiere fra&tion 
n’a pas avec la quatrieme le rapport pref- 
crit, Cela nous oblige à conferver dans les 
trois premieres fraétions le nombre indé- 
terminé m; c'eft par ce moyen, & en dé- 
terminant m , que nous parviendrons à tranf 
former aufi en quarré la formule x a. 
VI) Qu'on tire donc de notre petite 
table le premier cas, & qu'on faf 


Bt aura Laeta gy ALL ems 


am+4 3 


d’où réfute Pr & vE (6m NS 
—a(4m+4) ; anh o aoln y 
galmt Y —9a(4m+ 4) +4aa( ymy) 
ou xv+-a=9 (6m 5) —4(288m° 5 38 
243) 4 4aa (4m4); de quoi on peut 
facilement faire un quarré vu que mm fe 
trouve multiplié par un quarré; mais c'eft 
à quoi nous-ne nous arrêterons pas. 


VIL.) On 


it aufi indiquer d’une ma- 


niere plus générale les fraétions dont nous 
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avons fait voir qu’on avoit befoin; car foit 
b à 1+1— 4 
` Fonaua tanne 


; re 
wön fuppofe dans cette der- 
niere fraction 27-1=m, elle deviendra 


Im-2 


> par conféquent la premiere donne 
x=ll—a, & la derniere fournit v= (Im—2) 
—amm, La queftion eft donc feulement que 
xv-}a devienne un quarré. Or à caufe de 
v=(H—a).mm—4lm4}4, on à xv4a 
(a) mm— 40) 43e; & 
puis donc que ceci doit être un quatré, 
qu'on en fuppofe la racine —(ÎT—4)#—p ; 
le quarré de cette quantité étant (II—aÿ 
mm—2 (ll —a)mp+-pp, on aura — A(II-—a) 
LH all=3a——2(ll—c)mppp ; donc 
je Soit p—21+-7, on trou- 

Ares où l'on peut adopter 

g(N+a) 
pour I & g tels nombres que l’on voudra, 


Si, par exemple, > qu'on fafle I 


2, on aura m=; & en faifant g 


6g 

» On trouvera mo , de plus m=z7 
“+13 mais ne nous arrêtons pas à cette 
queftion plus long-temps, & paffons à une 
autre, 
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Quinzieme queflion. On cherche trois 
nombres x, y & z, tels que les fommes 
& les différences de ces nombres pris deux 


à deux, foient des quarrés. 

La queftion exigeant qu’on transforme 
en quarrés les fix formules fuivantes : L.)x 
Fy Urtz, M)y44, Vox, 
V.)x—7, VL)y—7, on commencera par 
les trois dernieres, & on fuppofera xy 
PP, x 799 & y—7=7rr; les deux 
dernieres fourniront x=—997& y=rr 
Hz; de forte qu'on aura g9=pprr, à 
caufe de x—y=gq—rr=pp ; ainfi PP 
ou la fomme de deux quarrés, doit équi- 
valoir à un quarré gg zor c’eft ce quiarrive, 
quand p=2ab & 7—aa—bb; puifqu'alors 
g=—=aa-bb. Mais confervons encore les 
lettres p, q & r, & confidérons aufi les 
trois premieres formules, nous aurons 1°,x 
=} == yg- Hr- 2gs En 
3°. yH =rr-j àz Soit là premiere g7 
+77 Co à moyennant QUOI 27=—11—77 
—rr ; il faudra encore què z—rr 


SC i—gg= A , Ceft-à-dite ri (aa 
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= 0 & ru— (aabb) =D ; ou bien nous 
aurons à traiter les deux formules #—af 
— br 2aabb 8 tt —at— bt— zaabb ; or 
comme tant cé-}-dd-}-2cd que cc-dd—2c 
font des quarrés, il eft aifé de voir que nous 
atteindrons notre but, en comparant it—a* 
—b" avec ccdd & 2aabb avec 2cd. Sup- 
pofons dans ce deffein cd=aabb=ffoghhkk, 
& prenons c=ffog & d—hARK ; aa hh 
& bb—pggkk , ou a=fh & b k; la pre- 
miere équation #—at—b'—cc}-dd, pren- 
dra la forme n — f'h—g'k'=f "ghk; 
donc u=f'g' 4ft ht-p hikt gtkt; ou te 
= (fs) (gt) 5 il faudra par con- 
féquent que ce produit foit un quarré; mais 
comme la réfolution en feroit difficile , re- 
prenons les chofes d’une autre maniere. 

Si nous déterminons par les trois pre- 
mieres équations x=—Y==pPP»s #151]; 
y—z=rr, les lettres y & z; nous trouvons 
J=x—pp & 1- 


=pp-}+rr. Or nos premieres formules de- 


gg, d'où s'enfuit gg 


Viennent maintenant x+4-Y==2%—pp, 


2x—qq, X Y+I—2X—pp— 99 Fail 
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cette derniere 2x—pp—gg=#1, de forte 
que 2x#=u4+-pp-9g, il ne nous reftera à 
transformer en quarrés que les formules 
at gg & 4 pp. Mais puifqu'il faut que 
gg=pp+rr, foit g=aat-bb, & paa 
—bb, nous aurons r= 2ab, & par con- 
féquent nos formules feront : 
I. )r-Haatbb) =ir-jat-Hh H zaabb =n 
IL r(aa—6by = ab 2aabb= O- 
Nous n'avons à préfent, pour arriver à 
notre but, quà comparer de nouveau zt 
Hatt avec cc--dd 8 2aabb avec zed. 
Soit donc, comme ci-deflus, c= ffeg , 
d=hhkk, & a=fh, b=gk, nous aurons 
cd—aabb, & il faudra encore que #1—f# 
Roth ce Ldd—freHhiks; d'où réfulre 
PGO — g k= fk) 
(g*—/*). Ainfi tout fe réduit à trouver 
deux différences de deux bi-quarrés, fa- 


voir f*—kt & pt—}h, qui, multipliées 


lune par l’autre , produifent un quarré. 
nfdérons pour cet effet la formule 

m'—n', voyons quels nombres elle fournit, 

fi lon fubftitue à m & à n des nombres 
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donnés, & faifons attention aux quarrés qui 
fe trouveront parmi ces nombres; la pro- 
priété de mt—nt—(mm-nn)(mm—nn), 
nous fervira à conftruire pour notre deffein 
la table qui fuit: 


TABLE des Nombres compris ‘dans la 
Formule m‘—n*, 
ip ee METRE Vence pans | 
mmn nndmim nn mm--nn m*— nt 
o \ 
10 
13 
17 
25 g 
26 16:3:13 
34 16,2.17 
of 25.16:2.3 
65 3:5-11.13 
14 
13 


16| 
25 
25 
49 
49 
64 
81 
121 
121 
121149 
144125 91 
169| 1 170/16.3.5.7-17 
16981 8 oh eus 
225 64 2804  289.7.23 
ho TER CRETE A APE à LIR ad RM GE IT REG 


DO = 0 mb — 


Es 
V9 
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Nous pouvons déjà déduire de-là quel- 
ques folutions, En effet, foit ff=9 & kk 
4, nous avons ft—kt=1345 ; foit de 
= 81 & hh—49, nous aurons gt 
=64.5.13 ; doncalors 1==64.2$.169, 


& 1=520: Or puifque z= 2704005: f 


=3yg=9,.k=2, 47, nous aurons 
a—21, 018; ainfip=117, 9=765}, 


g 
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La table que nous avons donnée , feroit 
trouver encore d’autres nombres, en fup- 
pofant-ff=o ; kk= py & gg rar hh 
= p; car alors 13:55 139:25—= 9:25 
254109. & 1==3.5.$13== 0975. Or com” 


Ps À SE Ed h=2,0ona 


) par confé- 
quent p—aa=bb 148 , qaa} bh 


& r=756; de tout cela réfulte 2x =t: 
—pp—gg—=860314, & par conféquent 
x=—434657; enfuitey=x—pp—=420968, 
& enfin z=x—gq = 150568; & ce 
dernier nombre peut auff fe prendre po- 
fiif; la différence alors devient la fomme, 
& réciproquement la: fomme devient la 
différence. Puis donc que les trois nombres 
cherchés font : 

X—=4346$7 

410968 

1—=150$68 
nous avons x—-y=85 562$— 
xt 8 522 
Si os ces A 


10, & r= 1ab—264; de-là provient 
2x1 pp + qg=95062; + 200704 


1421729 a 


-270400=1421720", CRT 
Ly De oaen à 
donc y—x pp, 29 
—#%%, Or il faut obferver que fi ces 
nombres ont la propriété qu'on exige, ils 
f 5 
la conferveront par quelque quarré qu'on 
les multiplie. Si donc on les prend quatre 
fois plus grands, il faur que les nombres 
pus gi , À 
fuivans fatisfaflent égale 28434538; 
Y=—2040642 & 11761858; & comme 
ces nombres font plus grands que les pré- 
cédens, on peut regarder céux-ci comme 
les plus petits que la queftion admette. 
pius f J 


Ex mME NS 
236. 


Seizieme queflion. On demande trois 
quarrés, tels que la: différence de chaque 
couple de ces quarrés foitun quatré. 

La folution précédente pent fervir à ré- 
foudre aufli cette nouvelle queftion. En 
effet, fi x, y & z font des nombres tels 
que les formules fuivantes deviennent des 
quarrés: L) xy , IL)x—y, IL) x- +z; 
IV) eg, Vyts V Lys il eft 
clair que pareillement le produit XX —YY 
de la premiere & de la feconde , le produit 
xx—qz de la troifieme & de la quatrieme, 
& le produit yy—zz de la cinquieme & 
de la fixieme feront des quarrés, & par 
conféquent xx, yy & 7x feront trois quarrés 
tels qu’on les demande. Mais ces nombres 
feroient fort grands, & il y en a fans doute 
de moindres qui fatisfont , vu qu'il weft 
pas néceffaire, pour que xx- -yy devienne 
un quarré , que x-y & x —y foient des 
quarrés; car, par exemple, 25—0 eft un 
quarré, quoique ni $3 ni ÿ—3 ne foient 
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pás des quarrés. Ainf réfolvons la queftion 
indépendämment de cette confdération , 
& remarquons d'abord qu'on peut prendre 
1 pour Pun des quarrés érh : là raïon 
en eft que fi les formules RAY y AXE 
& yÿ—77 font des quarrés, ellesine lé 
feront pas moins, fi on les divife par 773 
par conféquent on peut fuppofer qu'il sagit 
z, gir, ka 
& la queftion ne roule à préfent que für 
les deux fraétions ? &2° 


de transformer © 
n 


Ht g y gjat 
Or fi nous fuppofons £ — z AS Hiig 


les deux dernieres RE fe trouveront 


remplies, puifque de cetre façon “= RE 
APP Rss 499 


=; 1; Par ce 
(e= (C7 m 

moyen-là il ne nous refte à. traiter que 

pi} 

CR GPA) 

Len) ED 


=) 


la premiere formule $% 


Or le prémier faéteur eft ici = o 
l _2(a9=pr) als 
e fecond et = = ajg & le produit 


Tome II, X 
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PO C 
Copa) (1) 
Onvoit que dans ce prodait le dénomi- 
nateur eft déjà un quarré, &, que le nu- 
mérateur renferme le quarré 4; donc il 
ae s'agit que de. transformer en quarré la 
formule (ppgqg—1)(g9—PP); où bien 
celle-ci, (ppgg—1) E —1) & on npa 
vient en faifant pp = fres &i= es 

que dans ce cas chaque Éd A 


féparément un quarré, Pour s’en convain- 


— fiee y bhekk 
cre, on remarquera que g= fe X GE ? 


que par conféquent le produit de ces deux 
fra@tions doit être un quarré, qu'il doit 
l'être aufi étant multiplié par 4//28.22KK, 
moyennant quoi il devient fe (fes 
Ak(hh-4-kk) ; énfuite, que cette formule 
devient tout-à-fait femblable à celle qu'on 


dé ces deux facteurs et = 


a trouvée précédemment, fi l'on fait {=a 
kb, g= ab, h=c+4-d & k=c—d; 
puifqu'alors on à 2(at—'). 2(ct—d')—4 
(a b}(ct—d*), ce qui a lieu, comme 
fous avons vu, quand aa—0, bb=—=4, cc 
2er & dd==149, ou 43, 32; 9 


D'AYL:GLE 8 2 323 


& d =: Ain fenn gena A rér 60 


= rél sulgi LUS 
k=3, d'où réfüulte p= & = — 


le produit de ces deux équations donne gg 


Ahjal, ea R Aa: 
sg; donc g=, & il s'enfuit 


que p=, moyennant cela nous avons? 


PH se CIRE ss 
GA & g=1 — 153? 
OPA RES AUS, RES 
donc que x=— s & y= faifons, à 
leffet d'obtenir des nombres entiers, 7 
153, & nous aurons x—— 697 & y 
=1 85. Donc enfin les trois nombres quar- 
rés cherchés font 
xx=485809, & en effet xx-yy=45 1584=(672)* 
yy 10816=(104)° 
xx=zg=462400=(680)?. 
i eft évident de plus que ces quarrés 


puis 


font beaucoup plus petits que ceux que nous 

cuffions trouvés , en quarrant les trois nom- 

bres x, y & z de la folution précédente. 
237: 

Jn nous objeétera fans doute ici que 
cette folution wa été trouvée que par un 
fimple tâtonnement, puifque nous avons 
fait ufage de la table de Part. 235. Mais ~ 
nous répondrons que nous ne nous fommes 


Xj 
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ervi de ce moyen, qu'afin de parvenir aux 
plus petits nombres poflibles; car fi on 
vouloit ne pas avoir égard à la briéveté, 
il feroit facile, moyennant les regles don- 
nées ci-deflus, de trouver une infinité de 
folutions. En effet, ayant trouvé 
& = , nous avons réduit la queftion 
à celle de transformer en quarré le produit 
Cppgg—1) (#—1); fi donc nous faifons 
L=m où g=mp , notre formule devien- 
dra (mmpt—1)(mm—1), ce qui eft évi- 
demment un quatré, quand p=1; mais 
de plus nous allons voir que cette valeur 
nous en fera connoître d’autres, fi nous 
écrivons p—1+-/; nous avons, en con- 
féquence de cette fuppoñition , à transfor- 
mer la formule (mm—1). (mm 1 4mmf 
—+-6mmff + 4mmf+mmf*) ; elle ne fera 
pas moins un quarré, fi on la divife par 
(ram—1) ; cette divifion nous donne 1 
-} amnf y 6mmff mmf? +- ; & fi 


mm- | mm- mm1 mm— i 


pour abréger nous faifons -== =a , nous 


mm = 
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aurons à réduire en quarré la formule r 
+40 6aff + 4a/—af*. Que la racine 
en foit 1+ffgff, dont le quarré eft 1 
FIT SEF SS +gef", & 
qu'on détermine f & g de maniere que les 
trois premiers termes s'évanouiflent, favoir 
en faifant LR f=1a, & Gaig 
Hf où g= za zaa, les deux 
derniers termes fourniront Péquation 4g 
+af=2fetgef, d'où réfulte /—#= 

4a—12aa 8a ; 

m gatio F gaama" 


ou JE » fi on divife la fraêtion pré- 


aa—Sa+t 


cédente par a—1. Cette valeur eft déjà 
fuffifante pour nous donner une infinité de 
folutions , parce que le nombre m, dans 


m 


m 
la valeur de 4, —-"" , peut fe prendre 


à volonté: c’eft ce qu'il et à propos d'éclair- 
cir par quelques exemples. 


IL.) Soit m=2, on aura a=?; ainfif 
$. 


SRE arte eg 7 
3 donc P——?, 
9 
wai Zaw LA 
73 enfin? =i &? 


& g 
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IL) Soit m=}, on aura a=? & /—4 
.18 
ai 

ri 


25 


260. à pi à 22 249 7 
— ŻE pipar conféquent p=— 4#, & 


7; au moyen de quoi lon peut dé- 
terminer les fraétions A &T. 
Il eft un cas particulier qui mérite que 
” mous y faflions attention; c’eft celui où 
eft un quarré, & il a lieu, par exemple, 
quand »—?, puifqu'alors a ==. Si nous 
faifons encore ici, pour abréger, a=bb, 
en forte que notre formule foit 1+-408f 
Gb] + bb bb i noús pourrons la 
comparer avec le quarré de 14-248/4-6ff, 
c'eft-à-dire avec 14442048 
480 E TAA & effaçant de part & 
d'autre les deux premiers termes & le der- 
nier, & divifant les autres par ff, nous au- 
rons Gb 4bbf=2b4 48407, d'où 
Gbb—2b— 4b) 3b—1i—2b" 
AB abb ~ 3bb— 26 ? 
ou bien cette fration étant divifible en- 


r—2b—2bb 
ES 


réfulte /= 


core par —1, nous aurons enfin [= 


D? A: D GHENBIR E. 327 
Rémarquons que; nous aurions aufi pù 
adopter 1+24/+bff pour larracitiedenotre 
formule ; le quarré du trinome étant 1+40/ 
+20 tabb + abbfsÆbbf#, nous aurions 
effacé le premier & les deux dernierster- 
mes; & divifant les autres par {5 nous fe- 
rions parvenus à l'équation 4044-6bb/ = 46 
+ rif abb Mais comme bbs -8b 
2, certe équation nous auroit donné / 
= & p——" 1; par conféquent pp—"1 
—=0o ; & nous naurions pu tirer de-là au- 
cune conclüfion, puifqte 7 déviendroit =o. 


Pour revenir donc à la folution précé- 
1=26b 
2b 


> elle nous indique que fi m=ż, ona 


dente, qui a donné p= , comme à 


17 
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mi g= mp kapar conféguent$ 
= gln 

XIL g Ipe 


23M 
Dix-feptieme quéflion. On chérchetrois 
nombres quarrés, tels que la fomime dè 
chaque couple foit un quarré, 
Puifque ce font les trois formules xx4-#y, 
astir se yy Hg ; qu'il s'agit de tranf- 


5, 


À 1y 
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former, -divifons-les: par {x "afin d'avoir 
ces trois autres : 
LL) 2032 FREE 
R tt o; Dg=; 
gaai 
IE) rie ie) 
On fatisfait aux deux dernieres, en fai 
$; 
fant =H BE, & la premiere 
formule fe change par-là en celle-ci, 


ee qui doit aufi être 


un quarré, fi on la multiplie par 4ppgg, 
c'eft-ä-dire qu'il faut que gg (P2—1) pp 
(99—1)= 0; oret ce qui, ne -peut 
guere s'obtenir, à moins qu'on ne con- 
noïfle d’ailleurs un cas où cette formule 
devient un quarré; & comme il eft diffi- 
cile aufli de trouver un femblable cas, il 
faudra avoir recours à d’autres artifices 5 
dont nous allons rapporter quelques-uns. 
1.) Comme la formüle en queftion peut 
s'exprimer ainfi, gg pi) Cp) pp 
GHY Gg—1)= 01, qu'on fafle en forte 
qu’elle foit divifible: par le quarré (pr); 
on l’obtient en faifant g—1=p#x, ou 
q=pF 2; car alors g41=p#3 , & le 
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formule devient (p=2} (pr) (p—1Y 
ppp +3) pH) = 0; de forte qu'en 
divifant par (p-1)', ona (p4-2)(p—1Y 
pp (p—3), ce qui doit être un quarré, 
& à quoi on peut donner la forme:2p{4-8p 
+ 6pp— 4p- 4: Or le dernierterme-étant 
ici un:quarré, fuppofons que la racine de 
la formule foit 2+/p+9pn ou:epp+fp+2, 
dont: le'quarré eft:9pt 2 fop4opp 
+ ffep afp 4, @ nous .chafferons les 
trois. derniersitermes:, en faifant 4 4f 
owf—=—1, 8 DE 40 7 où im À les 
premiers termes étant divifés par. p°; don- 
neront enfuite 2 p-8— gop- 1fp 2 
=}; nous trouvons par-là p——24 & 
=— 522, donc enfin Ë = Sa = sa f 


GEL TIETE 8 uU 
PS e M. 


Faifons maintenant 7=16. 3 r1 -hous 
AYOSIN fI & yy ek 8 
par.conféquent les racines.des trois quatrés 
que nous-cherchons ;:feront : 
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X= 632 agg SYE TOO 
1=528= 3.16; 
car il eñréfulte: 
xxyy (275 252) 22329742 
xx (3751 48) vx, 577 
Aena E 44) 2.8g 

IL.) On peut obtenir encore dune in- 
finité de:manieres ; que notre formule foit 
divifble par un quarré ; qu'on fuppofé, 
par exemple, (HN = 4 (pt y; oug 
“12 (pi) ,-c'eft-àcdire g=2p#ht 

g—1=2p, la formule deviendra 
GPA) Cp) Gps) pa (oh) 
(4PP)=@, ce qu'on peut divifer: par 
(p+1), moyennant quoi l’on.a (2p+-1Y 
(P= bp =g 3 ou TOP API — 3 pp 
+p > Mais de quoi on ne peut 
tirer aucun parti. 

III.) Faifons donc plutôt (g—1Y = 
(Pr), ou g—1=2(p#1), nous au- 
rons J= zp & gp où 
g—+Hi=2(p+-2), 8 nous obtiendrofsi, 
après avoir divifé notre formule par (p-Pi, 
cetteautre formule; CP+3) p—1)-16pp 
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(p+2) où 9—6p+-5 3pp+-68p°10pt ; 
que la racine en foit 3—p+-opp, dont le 
quarré et 9—6p-+6gpp#pp—28p"+e8pt; 
les deux premiers termes s'évanouiflent, 
& nous:chaflons le troïfieme en faifant:$3 
=ég—1, où g=; ainfi les autres ter- 
mes fe divifent par p & donnent 20p—68 
= ppp zg; où M p ; donc p=# 
& q=, au moyen de quoi nous obte- 
nons une nouvelle folution. 

IV.) Si l'on veut faire 9 —1—#(p—1), 
On à gtp g gi pti —* 
(2p+1), & la formule après avoir été di- 
vifée par (p—1), devient (NHY 

$t pplip-1)-; multipliant par 81,10n 
aol] (pr) H sappa H 
=400p' 472P 73 —s 4p -07 où le 
premier & le dernier terme font l’un & 
l'autre des quarrés: Qu'on fuppofe donc 
la racine = 20pp—9p-} 3 y dont le quarré 
efti 400p*— 360p} riopp -F81 pp — 5 4p 
“+9, onama p= 360p- r05 


aal Roy aS 
donc-p= By bg 
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On auroit auffi pù prendre- pout racine 
zopp- 9p—3; ce: quieftcelle de 4oop* 
F3 6op'—1 zopp H-8 1pPp— 5 4p-49 ; mais 
en:comparant ce quarré avec notre for- 
mule, on auroit- trouvé 472p-73—360p 
=—3 9, & par conféquent p—=—1 ; valeur 
qui-ne peut nous fervir. 

V.) On peut faire auffi que notre for- 
mule foit même .divifible par les deux 
quarrés (p-}-1} & (p—1) en même tems, 
Qu'on faffe pour cet effet q= de forte 
que qpe =e, & pa 

RL CSC 1, la formule fe divi- 
fera Dar Sr p: eo f S EG réduira 

Van Aen: (= 

À pre 


ou ; fionmul- 


a pe), il faudra, comme au- 
paravant, que la formule puifle devenir 
un quarré ; & on aura (peH i) (p47 
SPP (1), où pt zril 
app (ea) pri) ppt 
(+-1)p+us où le premier & le dernier 
termes font dès. quarrés. Qu'on “prenne 
donc pour racine #pp-(ur-1)p—r, ce 
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qui eft celle du quarré #p*+-22(#+1)p 
<—2tipp+-(ui)pp—ai(tefi)per, on 
aura, en comparant, 2ttp-4+ (r41) p 
1) pruime p 
=u (+1), où 4p—(u—1) pet) 
=0, où (1) p+ 41 (1) =o, cent- 
à-dire #+1="$ ; de-là réfulte p=; 
par conféquent péri", & pr 
= enfin aufi = ; 
la lettre z eft arbitraire. 

Soit, par exemple, £—2 , on aura p 
=g q= +; ainfiž = +2, & 


PT ET ou x = out 
pa = E 
ERN 


t 2g = 8 Ta 
Si de plus 744511, on a x=3.13.II 
& y—4.5.9.13, & les racines des trois 
quarrés cherchés font x=3.11.13=5429 3 
V=4.5.9.13—23 40, 74.45 1880. 
On voit qu'elles font encore plus petites 
que celles que nous avons trouvées ci-def- 
fus, & il en réfulte 

%xyy=3" 13 (12143 600)=3. igh: 6, 
xx=". (1521-6400) =11% 80", 
YY 7420". (13689-19036) —=20 125". 
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VI.) Une derniere remarque que nous 
ferons au fujet de cette queftion, c’eft que 
chaque folution en fournit-aifément une 
nouvelle ; car lorfqu’on a trouvé trois va- 
leurs, x—a, y=b & 3=c, de forte que 
aa+-bb=0 , aa+-cc—= y & bb+cc— 0 À 
les trois valeurs: fuivantes fatisferont pa- 
reillement, favoir x—ab, y=bc & 7=ac. 
Il faut que 
xx-yy=aabb-4-bbcc=bb(aa4} c) =0, 
XX zz —=aabbraacc—aa(bb cc) = 0, 
EG aacc-bbcc cc(aa+-bb) = 0. 

Or, comme nous venons de trouver 
I= 11.13 , Y—b—4, 5.913 Ep 
= 44.5.11 , nous avons d’après la nou- 
velle folution, 

x—ab—3,4.5:9:11.13:13 , 
Y=bc=4.4.4.5 -59.1113 3 
LAC 344$ TIT. 

Et toutes ces trois valeurs étant divifibles 
par 3.4.5.11.13 , fe réduifent aux fuivantes, 
X= 913 , Y— 344.5 & = AI, où x 
=117 , Y=240 & z=44 , qui fonrencore 
moindres que celles qu'a données lafolution 
précédente, & il en réfulte 
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xxyy=7i 289-267: , 
LR URI 1625225; 
VIF 5953 6244. 


239, 


D 7 

Dix-huirieme queflion. On cherche deux 
nombres x & y, tels que l’un ajouté au 
quarré de l’autre, produife un quarré ; eft- 
a-dire que xx+y & yy—x foient des 
quarrés, 

Sion vouloit commencer par fuppofer 
xx+y=pp, & en déduire y=pp—xx, 
on auroit pour l’autre formule p'—2ppxx 
xx 0 , & on auroit de la peine 
à la réfoudre, 

Qu'on fuppofe donc en même tems Pune 


: des deux formules XX = (px) = pp 


—2px xx, & l’autre yyx=(9y) 
—9g—2qy+-yy ; on obtiendra par-là les 
deux équations fuivantes, L)y+ 2PX=pp, 
& IL.) x4-297=99, defquelles on tire ai- 
fément UE y— AH, où p & q 
font indéterminés, Qu'on fuppofe donc, 
par exemple, p=2 & 9=3, on aura les 
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deux nombres cherchés sS e y= 
moyennant a xxy= 
4 65 
SEY, Brant pu lue 
529. 529 
Si on pe p=! 8 q—3, on auroit 
x= i & iy =i, folution qu'on pourfoit 
ne pas PA FA > parce que l’un desnom- 
bres cherchés fe trouve négatif. 
Mais foit p=—1 & g=È, nous aurons 
x=2 & y—2ZL, d'où nous dérivonsxx 


dy ER) 3 & yy 4x 


LS HMS ay ha 
EO 20 10 
240. 


Dix-neuyieme, queflion.: Trouver deux 
nombres dont la fomme foit un quarré; 
& dont les quarrés ajoutés enfemble.pro- 
duifent un bi-quarré. 

Nommons cès nombres x & y ; & pui 
que xx+-yy doit devenir un bi-quarré, 
commençons par en faire un-quarté:,.en 
fuppofant x=pp—9g & y=2pq,iaû 
moyen de quoi PERA ed Ory 


pour 
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pour que ce quarré devienne un bi-quarré, 
faut que pp—-qq foit un quarré; con 
tinuons donc en faifant p=rr—/ff & q 
So irha afin que PP +99: Cr); 
ptéfentement nous avons xx YY=(rr 
+), ce qui eft un bi-quarré Or, fui- 
ant ces fuppoñtions , nous avons *=y* 
—6rrff+ ft & y=4Pf—4rf>; il nous 
refte par conféquent à transfürmer en.un 


quatré la formule x+-y=— 
SA V Ua a + 4, 

Imaginons que fa racine foit r7Farf 
+-/f, ou la formule égale au quaré"# 
EAL Se an +/*, nous portons 
effacer de part & d'autre les deux premièrs 
& le dernier terme, & divifer les autres 
par ff, ainfi nous aurons 64/67 
—4f, où 12r4-8/—0 ;: de forréique f 
=. 37 Nouspourrions auf fur 
Pofer la racme =zr— zf- ff, en éptant 
la formule au quarré *—4rf 678" 4? 
~H“; de certe.maniereile prester & les 


deux derniers termes fe dériant des deux 


N X 
côtés ; nous aurions, en«divi ifant par rz; 


Tome 11, Y 
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les autres termes, 47— 6f=— 4r} 6f; 
ou 8r=<12/; par conféquent r=żŻ f; ainfi 
dans cette feconde fuppofition re & 
, nous trouverions X==—119 , OU 

une valeur négative. 

Mais faifons à préfent r=} /-} t, nous 
aurons pour notre formule 


HAt fut 


Donc 


= ++; P= 


EEE TEE 
-agf i4 i8 ffet+4fe 
a n A fee 
f= 6ft — 4ft 
=+f"; & par conféquent la formule 


4 ab 31 fe + ffit rof +, 


Cete formule doit aufi être un quarré; 
fi onla multiplie: par 16, moyennant quoi 
fe devient “H296 t4408 ffir Goff 

4i, Egalons- la au quarré de ff- hr 48e 
41; Cell-idire à f'F206/14+21806//it 
— 11847: 161; nous/voyons les deux 
premiers ternes &c le dernier fe détruire 
des deux côtés; & nous parvenons parlà 
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à l'équation 21 896/1 trot +160, 
qui fournit == na =p Puis donc 
que /—=8% & 1—1343, ñous aurons 7 
=} f+1=1469 , & par conféquent xt 
— 671] +S “=45 65 486027761 , & y=4rf 
— 4r =10616$2293 520. 


memenerna 


CHAPITRE XV. 


Solutions de quelques Queflions -où Lon 
demande des: Cubes, 


241. 


Nes avons traité dans le Chapitre pré- 
cédent;quelques queftions où il s’agifloit de 
faire en forte queertaines formules de= 
vinffent des quarrésy:&ellesnous ontdonné 
occäfion: de développer différens artifices 


que-demande l'application des: regles: que 
nousavions- données plus hått Il nous refte 
à préfent à. confidérer des queftions qui rou= 
lent fur lättransformation de certaities:for- 
Mulés'en-cubes; lesfolutions quivontfhivie 


Y'à 
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répandront du'jour fur les regles que nous 
avons aufi indiquées plus haut pour les 
transformations de cette efpece. 

242. 

Queflion premiere. -On demande. que la 
fomme de deux cubes, x? & y’, foit un 
cube. 

Puifque x-ydoit être un cube, il faut 
qu’en divifant cette formule par le cube y’, 
le quotient foit pareillement un cube, ou 


7—1, nous 


ques “ic. Soit donc = = 


aurons 9— 377% 37—0C. Si nous voulions 
maintenant, ‘en füivant les regles données 
plus haut, fuppofer ici la racine’cubique 
=u, & en comparáantla formule avec 
le cube 7 —3uzg H 3uuz > w, déterminer 
wde façon que le fecpiid rerme aufiiséva- 
nouit , nous aurions u==1 & lés autres ter- 
mes; formant l'équation 37==30u%—4=31 
— 1 ; Nous trouverions:z = co -d’où nous 
nepourrions rien conclure, Laiflons donc 
plutót indéterminé, &ctirons x de l’équa- 
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i ere bases H ž 
tion quarrée —37z-H37 =— 3477-3 tu7 
mU y OUS UZ 3 F UUA Am y OÙ 
3 (u— iá) =3 (uu—1)z— w , où zz=(u+1) 

w? 


= x 5 nous trouverons 
3 (u—1) 


w 


y (uaa) 


; la 


queftion fe réduit par conféquent à trant 
former en quarré la fraétion qui eft fous 
ce figne radical. Multiplions d’abord pour 
cet effet les deux termes par 3(4—1), 
afin que le dénominateur devenant un 
quarré, favoir 36(4—1)°, nous n’ayons 
à traiter que le numérateur — 3u*—rau 
—18uu-—-09. Comme le dernier terme eft 
un quarré, nous fuppoferons la formule, 
conformément à la regle , égale au quarré 
de puu-fu-hy, c'eft-à-dire à op‘ fo 
+-Gguu+-6fu-9 , nous ferons difparoïtre 
+ ff 

les trois derniers termes , en faifant o—6/f 
OU fo, & 6g+-ff——18, ou g= 

Yü 


34% E LE» 


& l'équation qui refte, favoir — qu #12 
= ggu A- afu = ou, ds u==1, Mais 
cette valeur ne nous apprend encore rien ; 


ainfi nous continuerons en écrivant u—1 
1; or notre formule devenant dans ce 
cas —121—31, ce qui ne peut être un 
quarré, à moins que z ne foit négatif, fai- 
fons aufli-tôt t=— f; noùs avons par ce 
moyen la formule 12/—3/f*, qui devient 
un quarré dans le cas de f=1. Mais nous 
voici arrêtés de nouveau ; car dans ce cas 
de fr, on a i—i & 4=—=0 , d'où l’on 
ne peut conclure autre chofe, fi ce weft que 
de quelque maniere qu'on s’y prenne, on 
tie trouvera jamais une valeur qui fafle par- 
venir au but qu'on fe propofe ; & Pon peut 
en inférer déjà avec aflez de confiance, 

qu'il eft impofible de trouver deux Eei 
dont la fomme foit un cube ; on s’en con- 


Vaincra entiérement par la déohtiaion 
fuivante, 
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243. 

Théoreme. Il n’eft pas pofble de trouve 
deux cubes dont la fomme ou bien la dif- 
férence foit un cube. 

Nous commencerons par faire obferver 
que fi l’impofhbilité dont nous parlons a 
lieu pour la fomme, elle a lieu aufli pour 
la différence de deux cubes. En effet, s'il 
eft impofñble que x°+- , il eft im- 
pofñble aufi que ?— onp y 
eft la différence de deux cubes; donc, &ce. 
Cela pofé, il fuffira de démontrer l'impof- 
fibilité en queftion , foit de la fomme feu- 
lement, foit de la différence ; or voici la 
fuite des raifonnemens que cette démonf- 
tration exige. 

1.) On peut regarder les nombres x & 
y comme premiers entr'eux; car s'ilsavoient 
un commun divifeur, les cubes feroient 
aufli divifibles par le cube de ce divifeur. 
Par exemple, foit x=2a & y=—26, on 
auroit x7—y=8a+8b ; or fi cette for- 
mule etun cube, a-b en eft aufi un. 

Y iv 
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IL) Puis donc que x & y n'ont point 
de faéteur commun, ces deux nombres 
font où impairs tous les deux, où bien Pun 
elt pair & l’autre eft impair. Dans le pre- 
mier cas il faudroit que z fût pair, & dans 
Fautre ce nombre feroit impair. Par con- 
féquent de ces trois nombres x, y & 7, 
il y en a toujours un qui eft pair & deux 
qui font impairs; & il nous fuffira donc 
pour notre démonftration de confidérer le 
cas où x & y font tous deux impairs, parce 
qu'il eft indifférent de prouver l’impoffbilité 
dont il s’agit pour-la fomme ou pour la 
différence, 8 qu'il arrive feulement que 
la fomme devient la différence, lorfqu’une 
des racines eft négative. 

II.) Si donc x & y font impairs, il eft 
clair que tant leur fomme que leur dif- 
férence fera un nombre pair, Soit donc 

7 & 7g nous aurons x=p 7 

; —g, d'où il fuit que l'un des deux 
nombres p& q doit être pair & que l’autre 
doit être impair, Or nous avons ay 


=2p+-6pqg=2p(pp3 gg) s de forte qu'il 
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s'agit de prouver que ce profluit 2p(pp 
399) ne peut devenir un cube; & fi la 
démonftration devoit fe rapporter à la di} 
férence > On auroit x —ÿ = 6ppg 29 
=29(99—3pp), formule tout-à-fait la mê- 
me que la précédente, fi on met p & g 
à la place l’un de l’autre, Par conféquent 
il fuffit pour notre queftion de démontrer 
limpoflibilité de la formule 2p(pp3gq); 
puifqu'il s’'enfuivta néceffairement que ni 
la fomme ni la différence de deux cubes 
ne peut devenir un cube. 

IV.) Si donc 2p{(pp-39g) étoit un cube, 
ce cube feroit pair, & par conféquent 
divifible par 8; donc il faudroit que la 


huitieme partie de notre formule, onip 
(Pp+-399), fùt un nombre entier & outre 
cela un cube: Or nous favons que l’un des 


nombres p & g eft pair, & l’autre impair; 
ainfi pp-3gg doit être un nombre impair, 
qui s'étant point divifible par 4, il faut que 
P le foit, ou que foit un nombre entier. 
V.) Mais afin que le produit E(pp+3499) 
foitiun cube, il faut que chacun de ces 
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faëteurs ; gäls n’ont point de divifeur coms 
mun, foit un cube féparément; car fi un 
produit de deux faëteurs qui font premiers 
entr'eux, doit être un cube, il faut nécefz 
fairement que chacun foit de foi même un 
cube ; le cas eft différent & demande une 
confidération particuliere, fi ces faéteurs 
ont un divifeur commun, Ainfi la queftion 
eft ici de favoir fi les deux fa&teurs p & 
FP+399 ne pourroïent pas avoir un divifeur 
commun? Pour y répondre , il faut con- 
fidérer que fi ces faéteurs ont un divifeur 
commun , les nombres pp & pp 399 au- 
ront le même divifeur ; que la différence 


auffi de ces nombres, quieft 399, aura 
le même divifeur commun avec PP» & 
que, puifque p & g font premiers entre 
eux, ces nombres pp & 3qq ne peuvent 
avoir d'autre commun divifeur que 3, ce 


qui a lieu quand p eft divifible par 3. 
VL) Nous avons par conféquent deux 
cas à examiner: l’un eft- celui où les fac- 
teurs R & pp-39q n’ont point de commuit 
divifeur, ce qui arrive toujours , lorfque 
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P weft pas divifble par 3; Pautre cas eft 
celui où ces faéteurs ont un divifeur com= 
mun, & il a lieu quand p peut fe divifer 
Par 3; parce qu'alors les deux nombres 
font divifibles par 3. Nous avons befoin 
de diftinguer foigneufemént ces deux cas 
Pun de Pautre, parce qu'ils exigent chacun 
une démonftration particuliere. 

VIL) Premier cas. Que p ne foit pas 
divifible par 3 , & que par conféquent nos 
deux faéteurs 2 & pp-399 foient premiers 
entr'eux, de forte que chacun en particu- 
lier doive être un cube. Pour faire d’abord 
que pp-}3gg devienne un cube, il n'y à, 
comme nous l'avons vu plus haut, qu'à 
füppofer pq —3—=(1uy—3} & 
P—qy —3=(t—uy —3) , ce qui donne 
PP+-399—(tt+-quu) ou un cube. Or 
par-là p= p gruu=t (tt — guu), & q 
Èz tug guktt— uu). Puis donc que 
q eft un nombre impair , il faut que v aufi 
foit impair, & par conféquent que z foit 
Pair , parce que fans cela s1—uu feroit 
Par, 


348 ELrÉMENS 

VIIL.) Maintenant que nous avons tranf- 
formé pp+3qq en cube, & que nous 
avons trouvé p=r( it guu) =t (1-434) 
(1—3u); il s'agit aufi que, & par con: 
féquent auffi que zp foitun cube; ou, ce 
qui revient au même, que la formule 
2t (1-4 3u) (1— 3u) foit un cube. Or nous 
avons à obferver ici que z eft un nombre 
pair & non divifible par 3; puifqu'autre- 
ment p feroit divifible par 3, ce qu'on a 
expreflément fuppofé n'être pas; ainfi les 
trois faéteurs, 27, 1 3u & t— 3u, font 
premiers entr'eux , & il faudroit que cha- 
cun d'eux fût un cube ‘en particulier. Si 
donc nous faifons F 3u=f ° & :— up", 
nous aurons 21—f>+-2. Si donc 2r-eft 
un cube, nous aurons deux cubes f° & g, 
dont la fomme feroit un cube, & qui fe- 
roient évidemment beaucoup plus petits 
que les cubes x’ & y? adoptés au commen- 
cement; car comme nous avons d’abord 
fait x=p#g &y=p—g, & que nous 
venons à préfent de déterminer p & q par 
les lettres : & u , il faut néceflairement que 
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les nombres:x & y foient beaucoup plus 
grands que + & w. 

IX.) Si donc il exiftoit dans de grands 
nombres deux cubes tels que nous les de- 
mandons, on pourroit aufli afligner en dë 
moindres nombres deux cubes dontla fom- 
me feroit un cube, & on pourroit parve- 
nir de la même:maniere à des-cubes tou- 
jours plus petits. Or comme il eft très-cer- 
tain qu'il n’y a point de ces cubes dans les 
petits nombres, il s'enfuit quil ny en a 
point non plus dans les plus grands, Cette 
conclufon fe confirme par celle que fournit 
le fecond cas & qui eft la même, comme 
on va voir. 

X.) Second tas. Suppofons à préfent que 
p foit divifible par 3, & que: nerle foit 
pas, & faifons p— 37, notre formule de- 
viendra", (97r39g); ou®r(3rr-2gg); 
&aices deux faéteurs font premiers entr'eux , 
Vuürque 3rr—+-9g weft: divifibleni:par:2 ni 
Par +, & que r doit être“pair ‘aufli bien 
que p ; c’eft pourquoi-chacun de! ces deux 


facteurs doirêtre un cube en particulier, 
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XL) Or en transformant le:fecond fac* 
teur 3rr9q ou gg—+3rrs nous trouvons 
de la même maniere que ci-deflus 9=# 
(u—oquu) & r=3u(uuu) ; 8il: faut 
remarquer que puifque,g étoit impair , £ 
doit êtreicipareillement un nombre impair, 
& que u doit être pair. 

XI.) Maisil faut aufi que? foit un cube; 
ou en multipliant parle cube À, que 4: ou 
guft uu =zu(t+u) (tu); foit un cube; 
8 comme ces trois faéteurs font des noms 
bres premiers entr’eux ; il faut que chacun 
par lui-même foit un cube. Suppofons donc 
ufr siup, ils'enfuivra zaf? 


=, c'eft-à-dire que fi zu étoit un cube; 


fog feroitun cube; On auroit par con- 
féquent deux cubes f? &c.p beaucoup-plus 
petits que lespremiers ; dont la différence 
feroit un cube, & par-là même ontecon- 
noltroit aufi- deux .cubes-dont la fommè 
feroitun cube, puifqW'onn’auroit qu'à faire 

=h poùr avoir Pkt onun 
cube égalàla fomme de deux cubes: Voilà 
doné la conclufion précédente pleinement 
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confirmée ; c'eft-à-dire qu'on ne peut af- 
figner même par les plus grands nombres 
deux cubes tels, que leur fomme ou leur 
différence foit un cube , & cela par la raifon 
qu'on ne rencontre point de cubes de cetre 
efpece dans les plus petits nombres. 


244. 

Puis donc qu'il eft impoffible de trouver 
deux cubes dont la fomme ou la différence 
foitun cube, notre premiere queftiontombe 
d'elle-même; auñi a-t-on coutume plutôt 
de commencer dans cette matiere par la 
queftion de déterminer trois cubes, dont 
la fommefafle un cube ; mais ên fuppofant 
que deux de ces cubes foient arbitraires, 
de forte qu'il ne s’agit que de trouver le 
troifieme ; ainfi nous pañlerons immédia- 
tement à cette queftion, 


245: 
Queflion deuxieme, Deux cubes & b 
étant donnés , on demande un troifieme 


cube, tel que ces trois cubes ajoutésien: 
femble faffent un cube. 
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Il s'agit de transformer en cube la for- 
muled bas cela ne peut fe faire à 
moins qu'onne connoifle d'avance un cas 
fatisfaifant ; mais un cas de cette efpece fe 
préfente aufli-tôt, eft celui de x=—a; 
qu'on fafle donc x=y—a , on aura x’ =y? 
—3ayy+3ayy—0 ; c'eft par conféquent 
la formule y}—34yy-3aay-b qui doit 
devenir un cube; or le premier & le der- 
nier terme étant ici des cubes, on trouve 
aufli-tôt deux folutions. 

I.) La premiere demande qu’on faffe la 
facine de la formule —=y--6, dont le cube 
et y 3byy—36by +85; on ade certe 
maniere —3ay-f3aa—3by#30b ; & par 
conféquent Je ab; mais ¥=— b; 
de forte que certe folution ne nous eft 
d'aucun ufage: 

II.) Maison peut aufi prendre pour ra- 
cine #+-fy , dont le cube eft f y +36ffyy 
+3 bbfy 4h, 8dérerminér f de façon 
qu'auff les troifiemes termes fe détruifent, 
favoir en faifant zaa=3bbf; ouf; 
car alors on parvient à l'équation y—34 


; 
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=fy+ 3f = e LE = , qui > multi- 


pliće par 45, devient Biy=3 abs 


& donne PE PEe ER 


=ay+3a8, 


es a? & hig $ 
cubes œ & 4 étant donnés ,1 


à £ nous connoif- 
ons aufli la racine du troifieme cube cher- 


ché; & fi nous voulons que cette racine 
foit pofiti k 
itive av à fi k 
= p n > NOUS n'avons qu'à fuppofer 
15e GP us grand que l’autre a° : faifons- 
en l'application à quelques exemples. 
L.) Soient i & 8 les deux cubes donnés, 


en forte que a—1 & 4 ; la formule 


9+-x° deviendra un cube, fi x= car 
On aura x fc00 ao s A 
SE ne 
à IL.) Soient les cubes donnés 8 & 27 
€ forte que a—2 & b= x i 
pas que a—2 & b= 3; la formule 
35—-x? fera un cube dans le cas de NE 
1I shot bë 
+ à a 27 & 64 foient les cubes 
nés, c’eft-à-dire az x b 
; Ceft-à-dire que as by ; 
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la formule ọ1-}x° deviendra un cube, fi 


Si l'on vouloit déterminer pour deux 
cubes donnés d’autres troifiemes cubes, il 
; : ue 2ab+at 
faudroit pourfuivre en fubftituant z7; i 
+ au lieu de x, dans la formule ~+% 
“x; car on parviendroit par ce moyen 
à une formule femblable à la précédente, 
& qui fourniroit enfuite de nouvelles va- 
leurs de 7; mais on voit aflez qu'on s'en- 
gageroit dans des calculs très-prolixes. 

246. 

Il fe préfente au refte dans cette quef- 
tion un cas remarquable , celui où les deux 
cubes donnés font égaux, où a—4; caf 

at 3 3 
dans ce cas on a z= =o ; Ceft-à-dire 
qu’on n’a aucune folütion ; & voilà la raifon 
pour laquelle on n’a pu encore réfoudre le 
probleme de transformer en cube la for- 
mule za- x. Soit, par exemple ar, 


ou que cette formule foit 2+-x?, on trou- 
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Vera que quelques formes qu'on lui donne , 
ce fera toujours inutilement, & qu'on cher- 
chera en vain une valeur de x qui fatisfafle. 
On conclut de-là avec affez de certitude, 
qu'il eft impoffble de trouver un cube égal 
à la fomme d’un cube & d'un double cübe , 
ou bien que l'équation Lay eft im- 
poffible ; & comme cette équation donne 
2a =y — x, il feroit impoñible auf de 
trouver deux cubes dont la différence fût 
égale au double d'un autre cube ; cette 
conféquence s'étend de même à la fomme 
de deux cubes; & tout cela va être porté 
Jufqu'à une évidence complette par la dé- 
monitration qui fuit, 


247. 

Théoreme. Ni la fomme ni la différence 
de deux cubes ne peut devenir égale au 
double d’uñ autre cube ; cela veut dire que 
la formule x’+y/—27 eft toujours impof- 
fible ; fice neft dans le cas évident yax: 

On peut encore ici regarder # & y com- 
me premiers entr'eux j car fi ces nombres 


avoient un divifeur commun, il faudroit 
Z ij 
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que z eût le même divifeur, & que toute 
l'équation, par conféquent, für divifible 
pat le cube de ce divifeur. Cela pofé, com- 
me x°+y° doit être un nombre pair, il faut 
que les nombres x & y foient impairs tous 
les deux , moyennant quoi tant leur fomme 
que leur diflérence fera paire. Aïnfi faifons 
Ep & =, nous aurons x=p+ g 
& y=—=p—9, & il faudra que des deux 
nombres p & g l'un foit pair & l’autre 
impair, Or de-là il fuit ° + y= 2p’ +6pgg 
=2p(pp399), & 2 — —6ppq +29 
—29(3pp—#gq), c'eft-à-dire deux for- 
mules tout-à-fait femblables, Par conféquent 
il fufira de prouver que la formule 2p(pp 
æ-39g) ne peut devenir le double d'un 
cube, ou que p(pp-+ 39g) ne peut être un 
cube. On va voir comment nous nous y 
prendrons pour cette démonftration. 

E) Il fe préfente de nouveau deux cas 
différens à confidérer : Pun où les deux fac- 
teurs p & pp 39q n'ont point de commun 
divifeur, & doivent être un cube chacun 
féparément ; l’autre où ces fafteurs ont un 
divifeur commun, lequel divileur cepen- 
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dant ; comme nous avons vu, ne peut être 
autre que 3. 

IL) Premier cas, En fuppofant done que 
Pp ne foit pas divifble par 3 ; & qu'ainfi les 
deux faéteurs foient premiers entr’eux, nous 
réduirons d’abord pp 39q en cube, en 
faifant p=r(1r guu) 8e g—=yu (tt— guu) ; 
moyennant cela il faudra feulement éncore 
que p devienne un:cube: Or ¢ n'étant pas 
divifible par 3 , puifqu'autrement p feroit 
aufli divifible par: 3, les deux facteurs z & 
tt-—ouu font premiers entr'eux | & par con- 
féquent-il faut que chacun en particulier 
foit un cube: 

IL) Mais le dernier fa@teur à fon'tour 
a deux faéteurs, favoir 2-34 & i—3u, 
qui font dés nombres:premiers entr'eux, 
d’abord parce que z wèk pas divifible par 3, 
&cen fecond lieu, parce que Pun des nom- 
bres + & weit pair, tandis que l’autre eft 


impair; car fi ces nombres étoient impairs 


tous les deux, il faudroit que non-feulement 

Ps Mais aufi que g fût impair , ce qui ne 

fe peur.; donc il faut quérchacun de ces 
; f! 

deux fafteurs, 4h32 & #—3a en parti- 

culier foit un cube. Z iij 
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IV.) Soit donc t- guf? &ctgu—g), 
nous aurons e= f’-} g. Or #doit être un 
cube que nous défignerons par. 2, moyen- 
nant quoi il faudroit-que Pg= 24; par 
conféquent-nous:aurions deux cubes beau- 
coup moindres, favoir f? & g, dont la 
fomme feroit le double d’un cube, 

V) Second cas. Suppofons à préfent p 
divifble par; & conféquemment que g 
ne le doit pas: 

Si-nous faifons p=—3r;, notre formule 
devient 3r(9rr439) = 9r (zr 499)» & 
ces faéteurs étant maintenant des nombres 
premiers entr'eux , il faut que lun & l’autre 
foient un cube. 

VI.) Afin donc de transformer'en cube 
le fécond, gg-3rr, nous ferons gr 
(regun) & r=3u (tt— uu); & il faudra 
encore que Pun. des: nombres.» & w foit 
impair & lautre pair, vu qu'autrement les 
deux nombres 4 & rferoient paits. Or nous 
obtenons par-là le premier faéteur 9r==27# 
(tuuu); & comme il doit étre-un cube, 
il faut aufli qu'endle divifant par 27, la for- 
mule w(ré—uu), où u(t-u)(t—u)» 
foit un cube, 
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VII.) Mais ces trois faéteurs étant pre- 
miers entr'eux , il faut qu'ils foient tous eux- 
mêmes des cubes. Ainfi fuppofons pour les 
deux derniers #+u=—f? & 1—u==9, nous 


aurons 24=—=f°— 9; mais u devant être 
un cube , nous aurions de cette maniere, 
en de bien plus petits nombres , deux cubes 
dont la différence feroit égale au double 
d’un autre cube. 

VIIL) Puis donc qu'on ne peut affigner 
en petits nombres des cubes tels que leur 
fomme ou leur différence foit un cube dou- 
blé, il.eft clair qu'il n’ÿ a point de cubes 
de cette efpece , même parmi les’ plus 
grands nombres. 

IX.) On objeétera peut-être que notre 
<onclufon pourroit induire en erreur; parce 
qu'il exifte dans ces moindres nombres un 
cas fatisfaifant, favoir celui de f= pg. Mais 
on doit confidérer que lorfque f—g, on 
a dans le premier cas + 3u=t—3u, & 
ainfi u—0 ; que par conféquent aufi 9—0, 
& que comme nous avions fuppofé x—p+9 
& y=p— q; il faudroit que les deux pre- 
miers cubes x° & y: euflent déjà été égaux 

Z iv 
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l'un & l'autre, lequel cas a été expreflément 
excepté. De même, dans le fecond cas, 
fi f=g, il faut que thut—u, & pa- 
reillement v=o; donc aufi =o & po 
donc les deux premiers cubes x? & y: de- 
viendroient encore égaux, de quoi il weft 
pas queftion dans le probleme, 


248. 


Queflion troifieme. On demande en gé- 
néral trois cubes, x, y° & Z, dont la 
fomme foit égale à un cube, 

Nous venons de voir qu'on peut fup- 
pofer deux de ces cubes connus, & qu'on 
peut déterminer par-là le troifièmes pourvu 
qu'iln'y en ait pas deux d'égaux ; mais la 
méthode précédente ne fournit dans chaque 
cas qu’une feule valeur pour le troifieme 
cube, & il feroit difficile d'en déduire de 
nouvelles. 

Nous regarderons donc à préfent les trois 
cubes comme inconnus; & afin de donner 
une {olution générale, nous ferons hy’ 
Hz y nous tranfpoferons un des pre“ 
miers pour avoir Ayre; & voici 
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Comment nous fatisferons à cette équa- 
tion. 

L) Soit x=p-g & JY=p— 9; nous 
aurons, comme nous avons vu, x 
=p (pp+ 399). Soit de plus v=r+/ & 
4=7—f, nous aurons aufi Miel 
(+377) ; donc il faut que 2p(pPp+-399) 
= (+3), où p(pp+399 = f+3r). 

I.) Nous avons vu plus haut qu'un nom- 
bre, tel que PPH399 ne peut avoir pour 
divifeurs que des nombres de la même for- 
me. Puis donc que ces deux formules PP 
+399 & Î-3rr, doivent avoir néceffai- 
rement un divifeur commun, foit ce divi- 
feur =z- zuu. 

HI.) Faifons en conféquence PP+-399 
SH 388) it zuu) & ffA 377 (hh 
FH3Ak) Cu 3uu), & nous aurons p fe 
ge & g=gt—fu; par conféquent PP 
= ffir4-6fgtut-ogouu & g= Yott—z fotu 
+ffuu, doù réfulte PP+399= (Jf +3 gp)tt 
SE GA-988) uu, ou bien pp 2-39 =(ff 
388) (uk ziu), 

IV.) Nous tirons de la même. maniere 
de l’autre formule, [= ht zku & r= kit 
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— hu ; d'où réfulte l'équation (fi-3ou) 
F388) eF zuu) = (hita ku) (hhkkk) 
Gi+-3uu) , qui, divifée par z--3uu , donne 
SF E388)+3gu( (4388) =hChh+-3RE) 
+3 af tk), où FFA g) —hlhh 
HD = zkulhht3 kk) seu (ff 38e) , 
moyennant quoi z= 2% (434) = 3e (f+388) 


3 MUR EUUTE 
V.) Chaflons encore les fraétions, en 


faifant 4 = f(ff + 388) —A(hh+3kk), 
& nous aurons —3 ECARH SRE) — 39 
UFF 388), où l'on peut donner telles 
valeurs qu’on veut aux lettres f, g, A & ks 

VI.) Lors donc que nous aurons déter- 
miné‘ par ces qüatre nombres les valeurs 
de z & de x, nous aurons IL) p=fi+3gu, 
U) gge fu, M.) = zku, IV 7 
=kt— hu ; de-là nous parviendrons en: 
fin à la folution de la queition, x=p+ g, 
IEPs (=r 8 vf; & cette 
{olution eft générale, au point qu’elle ren- 
ferme tous les cas poflibles , vuque dans 
tout ce calcul on n’a admis aucune limi- 
tation arbitraire, Tout l’artifice confiftoit 
à rendre notre équation divifible par zt 
34u, moyennant quoi nous avons pū 
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déterminer les lettres  & x par une équa- 
tion-du premier degré. On peut faire des 
applications fans nombre de nos formules : 
nous en donnerons quelques-unes pour 
exemples. 

I.) Soit k=o & =r , on aura i= 3g 
F388), & u=/(ff 38e) 5; ainfi 
P= fe +388) fe HF 388)—38 
gs, & g= ffe Hf ; de plus 
sg 38e), & r==f H88) 

Fr; par conféquent 

4 Te 
= 3e + 388) —f; 
= (38 =A) 388) +1; 

enfin v=— (gt f) RH 

Si outre cela nous fuppofons f—-1 
& p—+1, nous aurons -x=—50 , y 
14, 17 y —— 7; 8 de-là ré- 
fulte l'équation finale — 204 i p- 17? 
z= p on 14177 20! 

IL) Soit f—2, g=—1,;,:8 par conféquent 
f 3ge=7; de plus ko 8e k=r; aini 
hh43kk=3 ; on aura 12 Ru r4; 
de forte que p—21h3u—18, g=t—20 
Tego rt 02 NO = = 42; 
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il en réfultera X=p+g=— 21, y=p 


958, =r Ey & v=r+f 


= 30; donc —224 58; p= 30, où 
58:30 +54 22; & comme toutes 
les racines font divifbles par 2, on aura 
aufi zg =r- 27 ri 

HL) Soit f= 3, g1, 1 & ki; 
en forte que PDS & hh43kk 
45; & qu'ainfi =—24 & US YS GR CES 
deux valeurs font divifibles par 8; & com- 
me il ne s’agit ici que de leurs rapports; 
nous pouvons faire =——3 & u= 4. Nous 
obtenons par-là p= 313243, g= 
ru —7 & [1 qu 
=+9 ; par conféquent x——712 &y—18; 
= —16 & v=—2, d'où provient 21 2: 
18 —16 = 2, owr8==16 rza 
ou bien aufi, en divifant par le cube a 23 

= —=8} 6 +r. 3 

IV.) Suppofons aufi p=0 & k=}, au 
moyen de quoi nous laiffonsf8&'h indéter- 
minées. Nous aurons ff4=3 go =f & Ah 
+3kk=4hh; ainfi irk & u=f’— ghis 
de plus p=fi=rafh;g =f" Fafo 
22h hf 4 hr Ch —Af, & 
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=34f ; donc enfin x=p+-g=16f—f", 
Y=p—q=8Sfh+ft, =r—f—16h 
Ah ee rer 24fr. Si 
nous faifons maintenant f—4=1, nous 
avons XI $ , Yy =9 {— 12, BIS, 
ou bien, en divifant tout par 3, x=5, 
Y=3 , = 4 & v=6; de façon que 3445 
“+ 5—6. La progreflion de ces trois ra=- 
cines 3, 4, 5, augmentant de unité , eft 


digne d'attention ; c’eft pourquoi nous re- 
chercherons s’il y-en a encore d’autres de 
la même efpece. 


249. 


Queflion quatrieme, On demande trois 
nombres qui forment une progreflion arith- 
métique, dont la différence foit 1, & qui 
foient tels que leurs cubes ajoutés enfemble 
reproduifent un cube. 

Soit x le nombre ou le terme moyen, 
x—ı fera le plus petit & x+1 le plus grand ; 
la fomme des cubes de ces trois nombres 
et 3x7 6x — 3x (xx 2), & elle doit 
être un cube. Il nous faut ici d'avance un 
Cas où cette propriété ait lieu, & nous 
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trouvons après quelques effais que ce cas 
tx =k: 

Ainfi nous pouvons, d’après les regles 
établies plus haut, faire x=—=4+y; en forte 
que xx=16+-8y<yy & x—64—48y 
“12779, & moyennant quoi notre 
formule devient 216-+150y--36yy+3, 
où le premier terme eft un cube, mais où 
le dernier ne left pas, 

Suppofons donc la racine =6 -fy , ou 


la formule = 216 +108 fy H18 ff yyY +P Ys 
& faifons évanouir les deux feconds termes, 
ei] 


en écrivant 150—108f, ou f: y les 
autres termes, divifés par yy, donneront 


3649084, où 
18.36-+18.3y—18".2$ +15 y, ou 18° 
«36—18. 25°25 y—18,3y; donc y 
1 18.36—18",25° 218%. (8.36—25°) 
25°— 3.18 BTS 2 
c’eft-à-dire IE =, & par con- 


32. 
1871° 


féquent Re 


Comme on Pourroit trouver embarraf- 
fant de pourfüivre cette réduétionen cubes, 
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il eft bon d’obferver que la queftion peut 
toujours fe réduire à des quarrés. En effet, 
puifque 3x(xx-2) doit étreuncube, qu'on 
fuppofe cette formule =xy?, & on aura 


3xxH6=xxy > & par conféquent xx 
= Er — ——. Or le numérateur 
Geveke fraétion étant déjà un quarré , nous 
n'avons befoin de transformer en quarré 
que le dénominateur 6y—18, ce qui exige 
aufi qu'on ait trouvé un cas. Confidérons 
pour cet effet que 18 eft divifible par 9, 
mais que 6 eft feulement divifible par 3, 
& qu'ainf y pourra fe divifer par 3 ; fi nous 
faifons donc y=37 , notre dénominateur 
deviendra =1627'—18 , ce qui étant di- 
vifé par 9 & devenant 1871—2, doit en- 
core être un quarré ; or c’eft ce qui a lieu 
évidemment dans le cas de 7=r. Ainfi nous 
ferons 7=1v, & il Rudra que 16-5 47 
+5s4vvH ign ; que la racine en foit 
447v, dont le quarré eft 16-4- 54v- 
vy, il faudra gue $4—18v=— m9, 3 Où 18v 


rases Sraa 15 Or mn 

55, ou 27: — io & par conféquent 
Ds + SE x 

; ce qui iodi I=rfveT, 
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Reprenons à préfent le dénominateur 6y 
—18=1 627 —1 8—9 (187 —2); puifque 
la racine quarrée du faëéteur 187 — 2 eft 4 
+Zv 7, celle du dénominateur total 


eft#; mais la racine du numérateur eft 6; 


donc ESS =x , valeur tout-à-fait dif- 
128 

férente de celle que nous avons trouvée 

précédemment, Il s'enfuit que les racines 

de nos trois cubes cherchés font L)x—1 


=a, IL) x= M.) x=; & la 


ta 07 
fomme des cubes de ces trois nombres fera 


` 56 f] 
un cube dont la racine sym En 


107° 32 — 107° 
250. 


Nous terminerons ici ce traité de l’Ana- 
lyfe indéterminée, ayant eu fuffifamment 
occafion dans les queftions que nous avons 
réfolues , d'expliquer les principaux arti- 
fices qu’on a imaginés jufqu'à préfent dans 
cette partie de l’Analyfe. 


Fin des Élémens d’. lgebre. 


ADDITIONS: 


LS syaa 


e 
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E Géometres du fiecle pañlé fe 
font beaucoup occupés de l Analyfe 
indéterminée , qu'on appelle vulgai- 
rement Analyfe de Diophante ; mais 
il n'y a proprement que Mefeurs 
Bachet & Fermat qui aient ajouté 
quelque chofe à ce que Diophante 
lui-même nous a laiflé {ur cette Mma- 
tiere, 

On doit fur-tout au premier une 
Méthode complette pour réfoudre en 
nombres entiers tous les problemes 


indéterminés du premier degré [a] ; 


la] Voyez plus bas le paragraphe II. Au refte jè 
Me parle point ici de fon Commentaire far Diophanté, 
Parce que cet Ouvrage, excellent dans fon genre, ne 
renferme à proprement parler aucuné découverte, 


Aa ij 
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le fecond eft l'Auteur de quelques 


pour la réfolution des 


i 


équations indéterminées qui paffent 


Méthodes 


le fecond degré [b]; de la Méthode 
finguliere , par laquelle on démontre 
qu'il eft impofñfible que la fomme ou 
la différence de deux carrés-carrés, 
puiffe jamais être un carré [c]; de 
la folution d'un grand nombre de 
problemes très- difficiles & de plu- 
fieurs beaux théoremes fur les nom- 
bres entiers, qu'il a laiflés fans dé- 
monflration, mais dont la plupart 


[2] Ge font celles qui font expofées dans les cha- 
piires 8, 9 & 10 du Traité précédent, Le P. Billi les 
a’recneillies dans diférens écrits de M. Fermat, & les 
a publiées à la. tête de la nouvelle édition:de Diophante ; 
donnée par M, Fermat le fils, 

[c] Cette méthode eft détaillée dans te chapit. 13 du 
Traité précédent; on en trouve les principes dans la 
Remarque de Mi. Fermat, qui eft après la Queftion xxvi 


du Livre vi de Digphänte. 
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2 
ont été enfuite démontrés par M:i. 


3 
5 


Euler dans les Commentaires de Pé- 
tersbourg [4]. 
; 


Cette branche de l'Analyfe a été 


prefque abandonnée dans ce fiecle ; 


& fi on en excepte M". Euler, je 


ne coñnois perfonne qui s'y foit ap- 
pliqué ; mais les belles & nombreufes 
découvertes que ce grand Géometre 
y a faites , nous ont bien dédommagé 
de l’efpece d'indifférence que les au- 
tres Géometres paroiffent avoir eue 
Jufqu'ici pour ces fortes de recher- 

[4] Les problemes & les théoremes dont notis parlons ; 
font répandus dans les Remarques de Ms Fermar far les 
Queftions de Diophante, & dans fes Lettres imprimées 
dans les Opéra Mathematica, &e. & dans le 


lume des Œuvres de Wallis. 


On trouve 


fecond vo~ 


auf dans les Mémoires- de l’Académie 
de Berlin, pour les années 1770 & fuiv. les démonttra- 
tons de quelques théoremes de cet Auteur, qui n’avoient 
Pas encore été démontrés. 


À a iij 
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ches. Les Commentaires de Péters- 
bourg font pleins des travaux de M". 
Euler dans ce genre, & l'Ouvrage 
qu'il vient de donner eftun nouveau 
fervice qu'il rend aux Amateurs de 
l’Analyfe de Diophante. On wavoit 
point encore d'Ouvrage où cette 
fcience fût traitée d’une maniere mé- 
thodique, & qui renfermät & ex- 
pliquât clairement les principales 
regles connues jufqu'ici pour la fo- 
lution des problemes indéterminés. 
Le Traité précédent réunit ce double 


avantage; mais pour le rendre encore 


plus complet, j'ai cru devoir y faire 


plufieurs additions dont je vais ren- 
dre compte en peu de mots, 

La théorie des fra@ions continues 
eft une des plus utiles de l'Arithmé- 
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tique , -où elle fert à réfoudre avec 
facilité des problemes qui, fans fon 
fecours, feroient prefqu'intraitables ; 
mais elle eft d’un plus grand ufage 
encore dans la folution des problemes 
indéterminés, lorfqu’on ne demande 
que des nombres entiers. Cette raifon 
ma engagé à expofer cette théorie 
avec toute l'étendue néceflaire pour 
la faire bien entendre ; comme elle 
manque dans les principaux Ouvra- 
ges d’Arithmétique & d’Algebre, 
elle doit être peu connue des Géo- 
metres ; je ferai fatisfait, fi je puis 
contribuer à la leur rendre un peu 
plus familiere. A la fuite de cette 
théorie qui occupe le $. 1, vien- 
nent différens problemes curieux & 


entiérement nouveaux, qui dépen- 
Aa iv 
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dent à la vérité de la même théorie y 
mais que J'ai cru devoir traiter d'une 
maniere dire@e; pour en rendre la 
folution plus-intéreffäante; <n y re- 


marquera ‘principalement une mé 
thode très-fimple & très-facile pour 
réduire en fra@ions continues les ra- 
cines des équations du fecond degré, 
t une démonfiration rigoureufe que 
ces fraétions doivent toujours être 
nécefläirement périodiques. 

Les autres Additions. concernent 
fai-tout la réfolution des équations 
indéterminées du: premier & du fe- 
cond degré; je donne pour:celles-ci 
des méthodes générales & nouvelles i 
tantpour lé cås:où l’on ne demande 
que des nombresrationnels, que pour 
celui où l'on exige que les nombres 
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cherches foient entiers; & je traite 
d’ailleurs quelques autres matieres 
importantes êc relatives au même 
objet. 

Enfin le dernier paragraphe rén- 
ferme des recherches fur les fontions 
qui ont la propriété, que le produit 
de deux ou de plufieurs fonétions 
femblables, eft auffi une fon&ion 
femblable ; jy donne une méthode 
générale pour trouver ces fortes de 
fon&ions ;: & j'en fais voir lufi 
pour la réfolution de d | 
blemes indéterminés , fur lefquels les 
méthodes connues n’auroïient aucune 
prife. 

Tels font les principaux objets 
ces Additions, auxquelles j'aurois pu 


donner beaucoup plus d'étendue, fi 


378 AVERTISSEMENT. 

je wavois craint de paffer de juftes 
bornes ; je fouhaite que les matieres 
que J'y ai traitées puiflent mériter 
l'attention des Géometres, & réveil- 
ler leur goùt pour une partie de 
l’Analyfe, qui me paroît très-digne 
d'exercer leur fagacité, 


e77 a 
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PARAGRAPHE PREMIER. 


SUR 
LES FRACTIONS CONTINUES. 


Homme la théorie des Fraftions 
continues manque dans les livrés 
ordinaires d’Arithmérique & d’Algebre, & 
que par cette raifon elle doit être peu 
connue des Géometres, nous croyons de- 
voir commencer ces Additions par une ex- 
poñition abrégée de cette théorie, dont nous 
aurons fouvent lieu de faire l'application 
dans la fuite. 
On appelle en général fraéion continue 
toute expreflion de cette forme, 
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où les quantités a, 8, »,d, &c & b, c, do 
&c. font des nombres entiers pofitifs ou né- 
gatifs ; mais nous ne confidérerons ici que 
les fraétions continues, où les numérateurs 
b,c, d, &c. font égaux à l'unité, c'eft- 
à-dire celles qui font de la forme 
“ie 
3 +, &c. 

a, B, y, &c. étant daill eurs ‘des nombres 
quelconques entiers pofitifs ou négatifs; car 
celles-ci font, à proprement parler, les 
feules qui foient d'un grand ufage dans 
l'Analyfe, les autres n'étant prefque que 
de pure curiofité. 

2. Milord Brouncker eft, je crois, le 
premier qui ait imaginé les fraftions con- 
tinges ; on connoît celle qu'il a trouvée 
pour exprimer le rapport du carré circonf- 
crit, à l'aire du cercle, & qui eft 
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Mais on ignore le chemin qui l’y a conduit. 
On trouve feulement dans l’Arirhmerica in- 
finisorum quelques recherches fur ce fujet, 
dans lefquelles Wallis démontre d’une ma- 
niere affez indirefle, quoique fort ing, 
nieufe, l'identité de l’expreffion de Brounc- 
ker avec la fienne, qui eft, comme l’on 
fait, 3 rrez il y donne auffi la-méthode 
de réduire en général toutes fortes de frac- 
tions continues à des fraétions ordinaires. 
Au refte il ne paroît pas que l’un ou l’autre 


de ces deux grands Géometres ait connu 


les principales propriétés & les avantages 
finguliers des fraétions continues ; nous 
verrons ci-après que la découverte en eft 
principalement due à Huyghens. 

3. Les fraétions continues fe préfentent 
naturellement toutes les fois qu'il s'agit 
d'exprimer en nombres des quantités frac- 
tionnaires ou irrationnelles, En effet, fup- 
pofons qu'on ait à évaluer une quantité quel- 
conque donnée a, qui ne foit pas expri- 
Mable par un nombre entier; la voie la 
Plus fimple eft de commencer par chercher 
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le nombre entier qui fera le plus proche de 
la valeur de a, & qui n’en différera que 
par une fraétion moindre que l'unité. Soit 
ce nombre «, & l’on aura a—« égal à une 
fra&tion plus petite que l'unité; de forte 
que —— fera au contraire un nombre plus 
TA MSc 


comme $ doit être un nombre plus grand 


grand que l'unité; foit donc = 
que l'unité, on pourra chercher de même 
le nombre entier qui approchera le plus 
de la valeur de b; & ce nombre étant 
nommé 8, on aura de nouveau b— £ égal 
à une fraétion plus petite que l'unité, & 
par conféquent z-z fera égal à une quantité 
plus grande que l'unité, qu’on pourra dé- 
figner par c; ainfi, pour évaluer c, il n’y 
aura qu’à chercher pareillement le nombre 
entier le plus proche de c, lequel étant 
défigné par >, on aura c—y égal à une 
quantité plus petite que l'unité, & par con- 
féquent — fera égal à une quantité d plus 
grande que l'unité, & ainfi de fuite. Par 


ce moyen il eft clair qu'on doit épuifer 
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Peu à peu la valeur de a , & cela de la 
maniere la plus fimple & la plus prompte 
qu'il eft poflible , puifqu’on emploie que 
des nombres entiers dont chacun approche, 
autant qu'il eft pofible , de la valeur cher- 
chée. 

Maintenant, puifque = =—#, on aura a 
ay, & a—2—4;; de même, à caufe 
dec, on aura b— 8-1; &, à caufe 
de——d, on aura pareillement c—>+7, 
& ain de fuite ; de forte qu'en fubftituant 
fucceflivement ces valeurs, on aura 


rtz 
& en général 


Li 
ana he sn 
p, Ge 
Il eft bon de remarquer ici que les nom- 
bres «, 8, ys Cci qui repréfentent, comme 
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nous venons de le voir, les valeurs entieres 
approchées des quantités a, 4,.c, &c, peus 
vent être pris chacun de deux manieres 
différentes „ puifqu’on peut prendre égale- 
ment pour la valeur entiere approchée d’une 
quantité donnée , l’un ou l’autre des deux 
nombres entiers ,.entre lefquels fe trouve 
cette quantité; il y a cependant une dif- 
férence eflentielle entre ces deux manieres 
de prendre les valeurs approchées par rap- 
port à la fraétion continue qui en réfulte ; 
Car fi on prend toujours les valeurs appro- 
chées plus petites que les véritables, "tes 
dénominateurs 8, y, ^, &c. feront tous po- 
fitifs; au lieu qu'ils feront tous négatifs, 
fi on prend les valeurs approchées toutes 
plus grandes que les véritables, & ils feront 
en partie pofitifs & en partie népatifs, fi 
les valeurs approchées font prifes tantôt trop 
petites & tantôt trop grandes. 

En effet, fi « eft pluspetitique a, a—# 
fera une quantité pofitive ; donc 4 fera po- 
fitive , & 8 le fera auffi ; au contraire a 
=e fera négative, fi. eft plus grand quea 


donc 
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donc 4 fera négative, & 8 le fera auff. De 
même fi 8 eft plus petit que b, —2 fera 
toujours une quantité poñtive ; donc e le 
{era aufi, & par conféquent aufli >; mais fi 
B eft plus grand que b, 8 fera une quantité 
négative ; de forte quec, & par conféquent 
auf», feront négatifs, & ainfi de fuite. 

Au refte , lorfqu'il s’agit de quantités né- 
gatives , j'entends par quantités plus petites 
celles qui, prifes poftivement, feroient 
plus grandes ; nous aurons cependant quel- 
quefois dans la fuite occafion de comparer 
entrelles des quantités purement par rap- 
Port à leur grandeur abfolue ; mais nous 
aurons foin d'avertir alors qu'il faudra faire 
abftraĉtion des fignes. 

Je dois remarquer encore que fi, parmi 
les quantités b, c, d, &c. il s’en trouve une 
qui foit égale à un nombre entier, alors 
la fra@tion continue fera terminée, parce 
Qu'on pourra y conferver cette quantité 
même; par exemple, fi c eft un nombre 
Entier, la fraétion continue qui donne la 
Valeur de a, fera 


Tome I1. Bb 
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En effet, il eft clair qu’il faudroit prendre 
E 


= =o, 


y=c, ce qui donneroit d= 5 
7 

& par conféquent ^= ; de forte que l'on 

auroit 

1 

= 1 

BAS tis 

Leurs 
les termes fuivans évanouiffant vis-à-vis de 


la quantité infinie o; or L—0; donc on 


a= a+ 


A 


aura fimplement 


azaz, 1 
Ce 


Ce cas arrivera toutes les fois que la 
quantité a fera commenfurable , c’eft-à- 
dire qu’elle fera exprimée par une fraétion 
rationnelle ; mais lorfque a fera une quan- 
tité irrationnelle où tranfcendante , alors 
la fraétion continue ira néceflairement à 
l'infini. 

4. Suppofons que la quantité a foit une 
fraéhion ordinaire Si A & B étant des nom” 


bres entiers donnés ; il eft d'abord évident 
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que le nombre entier « qui approchéra le- 
plus der, fera le quotient de la divifion 
de 4 par B; ain fuppofant I divifon 
faite à la maniere ordinaire , & nommant 
a le quotient & C le refte, on auras à 
L donc ġ= 2 pour avoit dë même 
la valeur entiere approchée 2 de la frac- 
tionž, il ny aura qu'à divifer B par C, 
& prendre pour 2 le quotient de cette di- 
vifion; alors nommant D le refte, on aura 
b- se & par Conféquent c- PR on 
continuera donc à divifer C par D, & le 
quotient fera la valeur du nombre y, & 
ain de fuite; d'où réfulte cette regle fort 
fimple pour réduire les fra£tions ordinaires 
En fractions continues, 


Divifez d'abord le numérateur de: la fraca 
tion propolée par fon dénominateur, € nom- 
meg le quotient a ; diy 7 enjuite le dénoz 
Mi -par le refle , ex le rê. ` 

inateur par le refle „& nommez le quotient 8; 
divifez après cela le premier refle par le fö- 

ro ffo Er [or 2 re . ĉi r; y 
cond refle , & foit le quotient y; continuez 
nfi en divifant toujours l'avant-dernier refle 


Bb à 
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par deidernier, jufqu'à ce qu'on parvienne 
à une divifion qui fe faffe fans refle , ce qui 
doit néceffairement arriver, puifque les reftes 
Jont tous des nombres entiers qui vont en 
diminuant ; vous aurez la fraëlion continue 
1 
X +3 ip 2% 
? ane &c. 
qui fera égale à la frađlion donnée. 

5. Soit propofé de réduire en fraélion 
continue la fraëtion = ; on divifera donc 
1103 par 887, on aura le quotient 1 & 
le refte 216 ; on divifera 887 par 216, on 
aura le quotient 4 & le refte 23; on di- 
viféra 216 par 23, ce qui donnera le quo- 
tient 9 & le refte 9 ; on divifera encore 23 
par 9, on aura le quotient 2 & le refte ; ; on 
divifera 9 par $, on aura le quotient 1 & le 
refte 4; on divifera $ par 4, on aura le quo- 
tient 1 & le refte r; enfin, divifant 4 par 1, 
on aura le quotient 4 & le refte nul, de forte 
que l'opération fera terminée. Raffemblant 
donc par ordre tousles quotiens trouvés, of 
aura cette férie 1, 4,9, 2,1, x, 4, d'où 
l'on formera la fration continue 
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6: Comme dans la maniere ordinaire de 


faire les divifions , on prend toujours pour 


quotient le nombre entier qui eft égal ou 
moindre que la fraétion propofée, il s’enfuit 
que par la méthode précédente on n'aura 
que des fraétions continues, dont tous les 
dénominateurs feront des nombres poñitifs. 
Or on peut auffi prendre pour quotient 
le nombre entier , qui eft immédiatement 
plus grand que la valeur de la fra@ion, 
lorfque cette fraftion neft pas réduétible 
à un nombre entier, & pour cela il wy a 
qu'à augmenter d’une unité la valeur du 
quotient trouvé à la maniere ordinaire ; 
alors le refte fera négatif, & le quotient 
fuivant fera néceffairement négatif. Ainfi 
On pourra à volonté rendre les termes de 
la fraêtion continue pofitifs ou négatifs. 
Dans l'exemple précédent, au lieu de 
Prendre 1 pour le quotient de r103 divifé 
Bb iij 
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par 887, je puis prendre 2 mais j'aurai le 
refte négatif — 671, par lequel il faudra 
maintenant divifer 887; on divifera donc 
887 pari — 671, & l’on aura ou le quo- 
tient —1,.& le refte 216, ou le quotient 
m2 & le tefte — 455. Prenons le quotiént 
plus grand =1, &.alors il faudra divifer 
le rekte — 671 par le refte 216 > d’où Pon 
aura’ où le quotient — 3 & le refte 2235 
ou le quotient —4 &.le refte 193. Je con- 
tinue la divifion en adoptant le quotient plus 
grand —3; j'aurai à divifer le refle 216 
par de refte — 23, ce qui me donnera où 
le quotient —o &Ile-refte 9, ou le quo- 
tient —10 & le refte — 14, & ainfi de 
fuite. 
De cette maniere-on aura 
110% 
1887 © 


Li 
3 E a ae ZA 


où l'on.voit que tous les dénominateurs font 
négatifs. 

7: On peut au refte rendre poñitif chaque 
dénominateut négatif, -en changeant le 
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figne du numérateur; mais il faut alors 
changer auffi le figne du numérateur fui- 
Vant; car il eft clair qu'on a 

I 

T — 
aa an s Ge. TE (TA 

Enfuite on pourra, fi l'on veut, faire 
difparoitre tous les fignes — de la fraêtion 
continue, & la réduire à une autre, où 
tous les termes foient pofitifs ; car on a en 
général 

1 mé 

Pre +, Gr, FRE Lex, 
comme on peut s’en convaincre aifément , 
en réduifant ces deux quantités en fra@tions 
ordinaires. 

On pourroit aufi par un moyen fem- 
blable introduire des termes négatifs à la 
place des pofitifs, car on a 

=ptit 1 
i í ie +, Gc. 
D'où l’on voit que par ces fortes de tranf- 
formations on peut quelquefois fimplifier 
une fraétion continue, & la réduire à un 
moindre nombre de termes; ce qui aura 
Bb iv 
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lieu toutes les fois qu'il y aura des déno- 

minateurs égaux à l'unité pofitive ou né- 
tive, 

En général il ef clair que pour avoir la 
fration continue la plus convergente qu'il 
elt poflible vers la valeur de la quantité 
donnée , il faut toujours prendre pour «, 
B, v, &c. les nombres entiers qui appro- 
chent le plus des quantités a ,b,c, c. foit 
qu'ils foient plus petits ou plus grands que 
ces quantités ; or il eft facile de voir que 
fi exemple, on ne prend pas pour 4 
le nombre entier qui approche le plus, foit 
en excès on en défaut, de a, le nombre 
faivant 8 fera néceflairement égal à Punité; 
en effet la différence entre a & « fera alors 
plus grande que +» par conféquent on aura 
8=— plus petit que 2 ; donc £ ne pourra 
être qu'égal à l'unité, 


par 
-på 


Ainfi toutes les fois que dans une frac- 
tion continue on trouvera des dénomina- 


teurs égaux à l'unité, ce fera une marque 


que l'on n’a pas pris les dénominateuts pré- 
cédens aufli approchans qu'il eft pofible, 
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& que par conféquent la fraétion peut fe 
fimplifier en augmentant ou en diminuant 
ces dénominateurs d’une unité, ce qu'on 
Pourra exécuter par les formules précé- 
dentes , fans être obligé de refaire en entier 
le calcul. 

8. La méthode de l’art, 4 peut fervir auffi 
à réduire en fra@tion continue toute quan- 
tité irrationnelle ou tranfcendante, pourvu 
qu'elle foit auparavant exprimée en déci- 
males; mais comme la valeur en décimales 
ne peut être qu'approchée, & qu'en aug- 
Mentant d’une unité le dernier caraétere 
On a deux limites, entre lefquelles doit fe 
trouver la vraie valeur de la quantité pro- 
pofée’, il faudra, pour ne pas fortir de ces 
limites, faire à la fois le même calcul fur 
les deax fra&tions dont il s'agit, & nad- 
mettre enfüite dans la fraétion continue que 
les quotiens qui réfulteront également des 
deux opérations. 

Soit, parexemple, propofé d'exprimer 
Par une fraétion continue le rapport de la 
circonférence du cercle ‘au diametre. 
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Ce rapport exprimé en décimales eft 
par le calcul de Viete, 3,1415926$35:.5 


31415926 


10000000 


de forte qu'on aura la fraétion 

réduire en fraétion continue par la méthode 

ci-deflus ; or fi on ne prend que la frac- 

i 9 ontrouve les quotiens 3,7, 15 

&: fion prenoit la fraétion plus 

om trouveroit les quotiens 3 

de forte que le troifieme quo- 

tient demeureroit incertain ;:d’où l’on voit 

que, pour, pouvoir poufler feulement la 

fration continue au-delà de trois termes, 

il faudra néceffairement adopter une va- 

leur.de la périférie qui ait plus de fix ca- 
ratteres. 

Or fi on prend la valeur donnée par 
Ludolph en trente-cinq caraéteres, & qui 
eft 3, 14159, 26535 , 89793, 23846 
26433, 83279, 50288; & qu'on opere 
en même temps-fur cette fraétion & fur la 
même, en y augmentant le dernier carac- 
tere 8 d’une unité, on trouvera cette fuite 
de quotiens, 3:75 153 1» 292601, Ty 
Ty 29 19 39 To 14525 15 yy 29 25 29 
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6, 6; 1; de forte que lon aura 

Périph. ji 

man 


diamérr. à + 1 
repa 
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Comme il y a-ici des dénominateurs 
égaux à l'unité, on pourra fimplifier la 
fraétion, en y introduifant des termes né- 
gatifs, par les formules de l’art:7, & l’on 
trouvera: 
Périph. 


I 
SR 


dramétre 


I 
trenet 


ou bien 
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9: Nous'avons montré ailleurs comment 
où peut appliquer la théorie des fra&tions 
continues à la réfolution numérique des 
14 n x 
Equations, pour laquelle on navoit encore 


que des méthodes imparfaites & infuffi- 
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fantes. (Voyez les Mémoires de P Académie 
de Berlin pour les années 1767 € 1768) 
Toute la difficulté confifte à pouvoir troù- 
ver dans une équation quelconque la valeur 
entiere la plus approchée , foit en excès 
ou én défaut de la racine cherchée , & c’eft 
fur quoinous avons donné les premiers des 
regles {ures & générales , par lefquelles-on 
peut non: feulement reconnoître combien 
de racines réelles pofrivés ou négatives 
égales où inégales , contient la propofée, 
mais encore trouver facilement les.Jlimites 
de chacune de ces racines, & même les 
limites des quantités réelles qui compofent 
les racinés imaginaires. Suppofant donc que 
x foit l'inconnue de l'équation propofée, 
on cherchera d’abord le nombre entier qui 
approchera le plus dela racine cherchée, 
nommant ce nombre «, il n’y aura qu'à 
faire, commeon l’a vu dans l’art: 3, #=—* 
“55 (je nomme ici t, yy zy ci ce que 
j'ai dénoté dans lart: cité par a, b, ce, GG) 
& fubftituant cette valeur à la place de », 
on aura; après avoir fait évanouir les frac- 
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tions ,-une équation du même degré en y, 
Qui devra avoir au moins une racine pofi- 
tive ou négative plus grande que l'unité, 
On cherchera donc de nouveau la valeur 
entiere approchée de cette racine, & nom- 
Mant cette valeur 8, on fera enfuite y=g 
1 ce qui donnera de même une équa- 
tionenz, qui aura aufli néceffairement une 
racine plus grande que l'unité , & dont on 
cherchera pareillement la valeur entiere 
approchée >, & ainfi de fuite. De cette 
maniere la racine cherchée fe trouvera ex- 
primée par la fraétion continue 


Le 
np 1 


LATE 6e. 


Qui fera terminée fi la racine eft commen- 
fürable , mais qui ira néceffairement à l'in- 
> I 
fini, fi elle eft incommenfurable. 
, 

On trouvera dans les Mémoires cités tous 
les principes & les détails néceffaires pour 
fe mettre au fait de cette méthode & de 
fes ufages, & même différensmoyens pour 
abréger fouvent les opérations qu'elle de- 

B F 1 
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mande; nous croyons n’y avoir prefque 
rien laiffé à défirer fur ce fujet fi important. 

Au refte, pour ce qui regarde les racines 
des équations du fecond degré , nous don- 
nerons plus bas, (art. 33 & fuiv.) une mé- 
thode particuliere & très-fimple pour les 
convertir en fraétions continues. 

10. Après avoir expliqué la génération 
des fraétions continues, nous allons en mon- 
trer les ufages & les principales propriétés. 

Il eft d’abord évident que plus on prend 
de termes dans une fraétion continue, plus 


on doit approcher de la vraie valeur de 
la quantité qu’on a exprimée par cette frac- 
tion; de forte que fi on s'arrête fucceñi- 
vement à chaque terme de la fraĉtion , on 
aura une fuite de quantités qui feront né- 
ceffairement convergentes vers la quantité 
propofée. 

Ainfi ayant réduit la valeur de a à la 
fraétion continue 


I 
e S 
EFE) 6e 
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On aura les quantités 


I I 
a, atgsatzy 


Gc. 


Yə 


Ou bien, en réduifant, 


qui approcheront de plus en plus de la 
Valeur de a, 

Pour pouvoir mieux juger de la loi & 
de la convergence de ces quantités, nous 


Témarquerons que par les formules de l'ar- 
cle 3 on a 


RSA ESS REPOS > 
aa, b—R TT, C3, Cu 
Ms 7 

d'où Pon voit d'abord que e eft la premiere 

Valeur approchée de a; qwenfuite fi on 

4 la aps de a, qui et, 

qu'on y fubftitue pour 4 fa valeur ap- 

Prochée 8, on aura cette valeur plus ap- 

Prochée 


; qu'on aura de même une 
Pea : RARES 

foïfieme valeur plus approchée de a, en 
mettant dabord pour 4 fa valeur exafte 
kesr : Rire 

+» Ce qui donne a ikra g, prenant 


enfi ee i Se , 
ntuite pour c la valeur approchée y; par 
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ce moyen la nouvelle valeur approchée 


dé a fera 


continuant le même raifonnement , on 


pourra approcher davantage, en mettant, 
dans l’expreffion de a trouvée ci-deflus, 
à la place de c fa valeur exaéte 2", ce qui 
donnera 


a—()yte)ds 
+ijd+ g 


& prenant enfuite pour d fa valeur appro- 
chée ^; de forte qu'on aura pour la qua- 
trieme approximation la quantité 


(alry+a) 


& ainfi de fuite. 

De-là il eft facile de voir que fi par le 
moyen des nombres a, 8, y, ^, &c.on forme 
les expreflions fuivantes, 

Aa ANT 

B—P A+: B'=8 

C—=) B +4 CB: +4: 

D=SC+HB. D'=sc +8: 
E=:D+4C E' =: D'e 


&c. &c, 


A D D1%7 1 0 N S joi 


On auta cette fuite de-frastions conver 
Bentes vers la quantité a, 

A wB: Coxa p A 

ABO ONDI TES 

Si la quantité a eft rationnelle; & res 
À y 

préfentée par une fraétion quelconque P> 
il eft évident que cette fraction féra tou» 
jours la derniere dans la férie précédentes 
puifque dans ce cas la fra@ion continue 
fera terminée, & que la derniere fration 
de la férie ci-deffus doit toujours équiva- 
loir Atoute ld fration continue. 

Mais fi la quantité a eft irrationhelle où 
tranfcendante , alors la fraétion continue 
allant nécéflairement À l'infini, on pourra 
aufli poufler à l'infini la férie des fra@tions 
Convergentées. 

11. Examinons maintenant la naturé de 
Ces fractions; & d'abord il eft vifible que 
les nombres 4, B, C, &c. doivent allér 
Enaugmentant, auf bien que les nombres 
A1; Br, C\, Etc: car 1°. fi les nombres 
“5 Bs ys Gefonttous poñitifs, les nombres 

Tome 1 Le C ç 
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A, B,C, Ce Ai, B',C", Ge, feront avfi 
tous pofitifs, & l’on aura évidemment Z 
SA, CS BD E CROCE A E0] 
>A, CoB, D>C, Gc 

2°, Si les nombres a, 8, y, &c. font tous 
ou en partie négatifs, alors pam les nom- 
bres 4, B, C, Gc. & A', PCA 
en aura de pofitifs & de Le mais 
dans ce cas on confidérera que lon a en 
général par les formules précédentes 


z BE, 5e an D A +5, Ge. 


d’où l’on voit d’abord que fi les nombres 


# Bay &c. font différens de l'unité, quels 
que foient d’ailleurs leurs fignes, on aura 
néceflairement , en faifant abftraétion des 
fignes, 3 plus grand que l'unité ; donc $ 


x MNT A € 
moindre que l'unité, par .conféquent 4 


plus grand que l'unité, & ainfi de fuite; 
donc 2 plus grand que 4, C plus grand 
que 2, &c. 

Il n'yaura d'exception que lorfque parmi 
les nombres «, Bs ys &c. il s’en trouvera 
d’égaux à l'unité; fuppofons, par exemple» 
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que le nombre > foit le premier qui foit 
égal à +1 ; on aura d’abord B plus grand 
que 4, mais C fera moindre que B, sil 
arrive que la fra@tion foit de figne diffé- 
rent de y; ce qui eft clair par l'équation 
g= ýs parce que dans ce cas Es 
fera un nombre moindre que l'unité ; or 
je dis qu’alors on aura néceffairement D 
plus grand que B; car puifque >=+r, 
onaura, (art. 10), ci, & e} 
=+1 ; or comme c & d font des quan- 
tités plus grandes que l'unité, (art, 3), il et 
clair que cette équation ne pourra fübfifter, 
à moins que c & d ne foient de même 
figne; donc, puifque» & 4 font les valeurs 
entieres approchées de c & d, ces nom- 
bres > & 9 devront être aufi de même 
figne ; mais la fraion$—>+f doit être 
de même figne que >, à caufe que y eft 
Un nombre entier, & 4 une frattion moin- 
dre que Punité; donc $ & # feront des 
Auantités de même ue: par conféquent 

7 fera une quantité pofitive. Or on a% 
Ceci 
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iant pars on aura 

hr; donc F étant une quantité po- 
fitive, il eft clair que? (era plus grande 
que l'unité; donc D plus grand que B. 

De-là on voit que sil arrive que dans 
la férie A, B, C, Gil fe trouve un terme 
qui foit moindre-que le précédent, le terme 
füivant fera néceflairement plus grand ; de 
forte qu'en mettant à part ces termes plus 
petits, la férie ne laiffera pas d'aller en 
augmentant, 

Au refte on pourra toujours éviter, fi 
lon veut, cet inconvénient, foit en prenant 
les nombres «,18,.y; 6c. tous pofitifs., foit 
en. les prenant tous différens de l'unité, ce 
gui ek. toujours poflble. 

On fera les mêmes raifonnemens par 
rapport à la fere 4%, P°,1C! » Ge. dans 
laquelle on a pareillement 

ENEAS CS A Ohi 
Are SG en 
d’où l’on déduira des conclufons fembla- 
bles'aux précédentes, 
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12, Maintenant, fon multiplie en croix 

les termes des fractions voifines dansla 
4 GS 

Ape g Ceon trouvera BA 


ABBA 


BA', 
> Gc., d’où je cona 
clus qu'on aura en général 


b 


BA'— AR 


Cette propriété eft trés-remarquable 
donne lieu à plufieu 
Portantes, 


) & 
rs conféquences: ims 


D'abord on voit que les fra@ions es 
A" > 

B C £ 
Fo Te &c. doivent être déjà. réduites à 


leurs moindres termes; car fi, par exe 
ble,.€ & C avoient un commun divi 


ms 
Si feur 
utre que l'unité , le nombre-ehtier CB? 
+ C'{eroit auffi divifible par ce même 
de: i k à t 

ivifeur, ce quisne fe peut:;:à caule de 
RD re 


Cc iij 
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Enfuite fi on met les équations précé- 
dentes fous cette forme 
B SA I 
FA TAB: 


il eft aifé de voir que les différences entre 


B 


les fractions voifines de la férie + Ro pro 


A &c, vont continuellement en diminuant , 
de forte que cette férie eft néceflairement 
convergente. 

Or je dis que la différence entre deux 
fraëtions confécutives eft aufñ petite qu'il 
elt poffiblez en forte qu'entre ces mêmes 
fraétions ilne fauroir tomber aucune autre 
fra6tion quelconque, à moins qu'elle nait 
un dénominateur plus grand que -ceux de 
ces fraétions- là, 
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Car prenons, par exemple, les deux 


C 
fraétions = & 2 ; dont la différence eft 


D 
s & fuppofons, s'il eft poffible , qu'il 


exifte une autre fraétion *, dont la valeur 


tombe entre celles de ces de fraétions , 
& dans laquelle le dénominateur x foit 
moindre que C' ou que D'; donc puifque 7 


E Me: 
doit fe trouver entre z 7 & = il faudra 


D 
DZ 2 
que la différence entre = as =» quet 


mC'—nC nC—mcC' Peien] 
= 3 QU oit plus petite 


DEC ; 
que z FD: , différence entre D & ge mais 


il eft clair me celle-là ne fauroit être 


moindre que donc, fi n< D, elle 


Pa 


fe ffairéméentplus grande 
era néceffairément plus gra que STD 


di m D 
de même la différence entre = - & Di 1 
pouvant être plus petite que —— , fera 
P q -7y , 


Cc iv 


à 
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néceffaitement plus grande ques, fi 
plus g ques 5 
n< C, au lieu qu'elle devroit en être plus 
perite. 
3. Voyons préfentement de combien 


> 


chaque fraétionide la férie = ap- 


AB 

A pot 
prochera de la valeur de,la quantité a. Pour 
cela on remarquera que les formules trou- 


vées dans lart. 10 donnent 


Dore fon veut {avoir de combien la 
G 


fra@tion =r, par exemple, approche de la 
quantité, on cherchera la différence entre 


a &'a$\ en prehant pour a la quantité 
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= Cd+B 
C'd+B;: 


on aura a— 


I 

CE E T E A C A N) 
caufe de PRD » (art. 12); or 
comme on fuppofe que * foit la valeur ap- 


> à 


prochée de d, en forte que la différence 
entre d & ô foit moindre que l'unité, (art. 
3), il eft clair que la valeur de d fera ren- 
fermée entre les deux nombres 2 & 8+1 
(le figne fupérieur étant pau le cas où la 
Valeur approchée seft moindre que la vé- 

e d, & le figne inférieur pour le cas 
où d elt Le grand que d), & que par con- 
féquent la valeur de C' Lee fera aufi 
renfermée entre ces deux-ci, CP" &r 
C'(S+1)+ 2", c'eft-à-dire entre D' & 


E 
Di +&; donc la différence ar fera 
renfermée entre ces deux limites — D y 


; d'où l'on pourta juger de la 


Quantité de l'approximation de la fraction 
C 


T 
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14. En général on aura 


& ainfi de fuite. 


Or fi on fuppofe que les valeurs appro- 
chées a, 8, y, 6c. foient toujours prifes 
moindres que les véritables, ces nombres 
feront tous pofitifs , auffi bien que les quan- 
tités b, c, d, &c. (art. 3); donc les nom- 
bres 4', B', C', &c. feront aufli tous po- 
fitifs; d’où il s'enfuit què les différences 
entre la quantité a & les frađtions À ; = f 
T’ Ĉc, feront alternativement pofitives & 


négatives; c'eft-à-dire que ces fra@tions 
feront alternativement plus petites & plus 
grandes que la quantité a. 


ADDITION YN at 
De plus, comme b >b, c>r,d>8, 
Etc. (kyp.) on aura b> B", B'c+A'> By 
HA >C, C'd+B> C'SLB'> D), 
Ec. & comme b< b41, <r i, d< 
+o on aura b<B'41, B'e 4'<B* 
(+) A<, C'd+B'<cC' 
(51) 8 D'HC, Éc. de forte que 
les erreurs qu'on commettroit en prenant 
x B:::G 
les fraétions To po 
leur de a, feroient refpetivement moin 


&c, pour la va- 


I 1 I à z 
dres que IBE FC TD? &c. mais 


I 


I ` 
plus grandes que AAY? EGEY 


&c. d'où l'on voit combien 


1 
TD +0) 
ces erreurs font petites, & combien elles 


vont en diminuant d’une fraétion à l’autre, 


Mais il y a-plust puifque les fraétions 
4 B C 
PT ETETA 
petites & plus grandes que-la quantité a; 


Éc. font alternativement plus 


il eft clair que la valeur de cette quantité 


412 ADDITIONS 

{ë trouvera toujours entre: deux fraétions 
confécutives quelconques ; or nous avons 
vu ci-deflus, (art: 12 ), qu'ileft impofhble 
qu'entre deux telles fraétions puifle. fe 
trouver une autre fra@ion quelconque qui 
ait un dénominateur moindre que Pun de 
ceux de ces deux fractions ; d’où Pon peut 
conclure-que chacune des ffa@tions dontil 
s'agit, exprime la quantitéte plus exates 
ment que ne pourroit faire toute autre frac- 
tion quelconque ; dont: le ‘dénominareut 


feroit plus petit que celui de la frac 


> de RE 
füivante ; c’efl-àx- dire que la’ fra@tion =, 
C 


Par exemple, exprimera la valeur de a 
plus exaétement que toute autre fra@ion 2, 
dans laquelle z feroir moindre que D, 


E 


15. Si les valeurs approchées «, 8, y, 
&c. font toutes où en partie plus grandes 
que les véritables, alors parmi ces nom- 
bres il yen aura néceflairement de négatifs, 
(art. 3), ce qui rendra aufi négatifs quel- 
ques-uns des termes des féries 4, B CS 
God, Bip CG, par conféquent [és 


À D'DUI TI 0 NS. 41% 
niis 2€! 

ifférences entre les fraétions 7» Bo co 
Cc. & la quantité a, ne feront plus alter- 
hativement pofitives & négatives, comme 
dans le cas de l’article précédent ;. de forte 
que ces fraétions n'auront plus l'avantage 
de donner toujours des limites.en plus & 
en moins: de la quantité a, avantage qui 
me paroît d'une très-grande importance, 
& qui doit par conféquent faire préférer 
toujours dans la pratique les fraétions con- 
tinues où les dénominateurs feront tous po- 


fitifs. Ainfi nous ne confidérerons plus dans 
la fuite que des fraftions de cette efpece. 
rE 4 D 
16. Confidérons donc la férie PP 


$ = ; Ge. dans laquelle les fractions font 
i À 
altérnativement plus petites & plus grandes 
ité i clair An 
que la quantité a, & il eft. clair qu’on 
Pourra partager cette férie en ces déux-ci: 
A4. C E ce 
7° To pt 8e 
PINCE: 
DL) PI 
% 


y êc 
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donc la premiere fera compofée de frac” 
tions toutes plus petites que a , & qui iront 
en augmentant vers la quantité a ; donc 
la feconde fera compofée de fraétions toutes 
plus grandes que a, mais qui iront en di- 
minuant vers cette même quantité. Exa- 
minons maintenant chacune de ces deux 
féries en particulier: dans la premiere of 
aura, (art. 10 & 12), 

GAAR 

CEA S EY 

Ee TER 

AEE 
& dans la feconde on aura 

B D 


ERE DRS GC 


Or fi les nombres y, 9, e, &c. étoient 
tous égaux à l'unité, on pourroit prouver s 
comme dans l’art. 12, qu'entre deux frac 
tions confécutives quelconques de l’une où 
de l’autre des féries précédentes. il ne pour“ 
roit jamais#® trouver aucune autre fraétion 


Cd 
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dont le dénominateur feroit moindre que 
ceux de ces deux fra@tions; mais il n’en 
fera pas de même, lorfque les nombres 
Xs 9, +, Ge: feront différens de l'unité; car 
dans ce cas on pourra inférer entre les frac- 
tions dont il s’agit autant de fraétions in- 
termédiaires qu'il y aura d'unités dans les 
hombres y—1 , dr, 1—1, Cc. & pour 
Cela il n’y aura qu'à mettre fucceflivement 
dans les valeurs de C & C', (art. 10), les 
nombres 1, 2, 3, &c. > à la place de 7; 
& de même dans les valeurs de D & D", 
les nombres 1, 2, 3, &c. 4 à la place de 
%, & ainfi de fuite. 


17. Suppofons , par exemple , que y foit 
4, omaura C=4 BJA & C'h: 
T4, & on pourra inférer entre les frac- 


tons — & — trois fraétions ¿nrermédiai- 
Pi 


T 
res, qui feront FET F ts ; 
3B+A 

VTT 


Or il eft clair que les dénominateurs de 
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ces fraétions forment une fuite ie 
arithmétiquement depuis 4! jufqu’à C'; 
nousallons voir que les fraétions elles- mê 
mes croiflent aufli-continuellement depuis 


A sale £ ERNE E RTL 
PT jufqu'à z en forte qu'il fereit main 


tenant impoflible d'inférer dans la férie 
A BYA  2B+A BFA 4BHA u 
APA? 218 HA 3B FA? 4B FA 


> A 
£ , aucune fraétion dont la valeur tombât 
© 


entre celles de deux fractions confécutives 
& dont le dénominateur fe trouvât aufi 
entre ceux des mêmes fraétions. Car fi on 
prend les différences entrè les fraétions 
précédentes, on aura , à caufe de Z À’ 
ges A PES 
BASTIA 
BEA: 
2B+A B+4 
IPFA B EAU (BI HS 

2B44 io REA 
aB pA T (28 FANGB FAI) 

3B+A 

CT Bpa 

d'où l’on voit d’ abord que les A 


1 
A 
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A B- ka 
Ho pga g> © vont èn augmentant, 
puifque leurs différences font toutes pofi- 
tives; enfuite, comnie ces différences font 
égales à l'unité divifée par le produit des 
deux dénominateurs; on pourra prouver 
Par un raifonnement analogue à celui que 
nous avons fait dans l’art. 12, qu'il eft ii- 
poflible qu'entre deux frations confécu- 
tives de la férie précédente, il puiffe tomber 
une fraétion quelconque”, fi le dénomi- 
nateur z tombe entre les dénominateurs de 
ces fraétions, ou en général sil eft plus 
petit que le plus grand des deux dénomi- 

nateurs. 
De plus, comme les fra@tions dont nous 
Parlons font toutes plus grandes que Ja 


y A Ş B 
Vraie valeur de a, & que la fraétion 2 
en eft plus petite, il eft évident que cha+ 
cune de ces fraétions approchera de la 
Quantité a, en forte que la différence en 
fera plus petite que celle de la même frac- 
à A y B 

ton & de la fraétion > M on trouve 

Tome 11, Dd 
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GEFA 


Donc, puifque ces différences font auffi 
ee à l'unité, divifée par le produit des 
dénominateurs, on y pourra appliquer le 
même raifonnement de l’article 12 , pour 
prouver qu'aucune fraétion Z ne fauroit 
tomber entre une quelconque d des fractions 


AMBRA SPLA Re 
Za BFA? aba TA? &c. & la frac- 


ST Re RE ES ; : 
tion 5z, fi le dénominateur z eft plus petit 
B 


que celui de la même fraëtion ; d'où il fuit 
que chacune de ces fraétions approche plus 
de la ciTe té a que ne pourroit faire toute 


fraftion plus petite que a, & qui auroit 
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un dénominateur plus petit, c’eft-À- dire, 
qui feroit conçue en termes plus fimples. 

18, Nous n'avons confidéré dans l’article 
précédent que les fraétions inrermédiaires 
A Gr 
entre — & =, il en fera de même des 
A' €! 
es ; Pack A E 
fra@tions intermédiaires entre a & F> 
E Gy A 
entre gr & Ço &c. fie; m Ge: font des 
nombres. plus grands que Punité, 
On peut aufi appliquer à l’autre férie 


PSE à 


P , D , F AE Etc, tout ce que nous venons 


de dire relativement à la premiere férie 
4 E 
PT 3 C L &c. 


2> Çs 6e. font plus grands que l'unité, on 
> 


f A E- Y; 
pourra inférer entre les fraétions F & 


de forte que fi les nombres 


D 
D” 


D) SRTA A ja € 
Entre >; & Fo Se différentes fraétions 


intermédiaires toutes plus grandes que a, 

Mais qui iront continuellement en’ dimi- 

nuant, & qui feront telles qu'elles expri= 
Dd ij 
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meront la quantité a plus exaétement que 
ne pourroit faire aucune autre fraétion plus 
grande que a, & qui feroit conçue enter- 
mes plus fimples. 

De plus, fi 8 eft auf un nombre plus 
grand que l'unité, on pourra pareillement 


placer avant la fraétion F les fractions 


A1 2441 Er 
rar pass 3, 


, Gc jufqu'à 


h ces fraétions auront 


les mêmes propriétés que les autres fraétions 
intermédiaires. 

De cette maniere on aura donc ces deux 
fuites complettes de fraétions convergentes 
vers la quantité a. 

Fraëions croiffantes © plus perires que a. 
A B+A dB H4 
L FE A sapa 

aA CDa mer 
B'A”? C” DEC” 


DHC m ESIREE pei 
Dpp Fpa 
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Frailions décroiffenres & plus grandes que a, 
PRE | 344 

rire 2 a 4 ha và 
BA A CLR CHR 

PB CHEB” T E Y ÈS 
ChB D E+D à 
F Epp D° E LS Ce, Gei Et. 

Si la quantité a eft irrationnelle ou tranf: 
cendante , les deuxiféries précédentes iront 


ER Se P = y A 

à l'infini, puifque la férie des fra@tions £ 
? A! 2 

Barre) 
PeT’ &c. que nous nommerons dans la 
fuite fraétions principales , pour les diftin- 
guer des fraétions :nrermédiaires, va d’elle- 
même à l'infini (artero): 

Mais fi la quantité a eft rationnelle’ & 
* 7 y 
égale à une fraétion quelconque=> !, : nous 
avons vu dans l’article cité, que la férie 

1 

dont il s’agit fera terminée, & que la der- 
diere fraction de cette férie fera la fra@tion 


ne at ; y 
même po donc:cette fration, terminera 
Dd ij 
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auf néceflairement une des deux féries 
ci-deflus , mais l’autre férie pourra toujours 
aller à l'infini, 

En effet , fuppofons que # foit le dernier 


dériominateur de Ja fraétion continue, alors 


DE i à ES 
Di fera-la dérniere des fraétions princi- 
pales, & la férie des fraétions plus grandes 


quea fera terminée par cette même frac- 


SD P x 
tjon gya or l’autre férie des fraétions plus 


petites que a , fe trouvera naturellement 
L 


Te 
arrêtée à Ja fraétion T qui précede = p? 


mais pour la continuer, ‘il nya qu'a cón- 
fidérer que le dénominateur +, qui devroit 
fuivre le dernier dénominateur d'fera = ©; 


E 
Carta 3); de forte.que la fraétion =; 2, qui 
it o D 3 F i 
füivroit +~ dans la fuite des fraétions prins 


D 
siper Gaa 
éipales , feroit - Pe neS 


toi des ma à ar il eft clair 


x or par la 
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qu'à caufe de e= oo, son pourra inférer 


entre les fra€tions a & = 


fra@ions intermédiaires, qui feront 

DOC 

DEC” 2D'+C'? 3 D' +e 
Ainfi dans ce cas on pourra, après la 


une infinité de 
Ce 


TEE + s 5 
fraétion & dans la premiere fuite de frac: 


tions, placer encore les fraËtions énrerm 
diaires dont nous parlons, & les continuer 
à l'infini 

PROBLEME. 

19. Une frađion exprimée par un grand 
nombre de chiffres érant donnée , trouver 
toutes les fratlions en moindres termes qui 
approchent fi près de la vérité, qu'il foit 
impoffible en approcher davantage Jans en 
employer de plus grandes. 

Ce probleme fe réfoudra facilement par 
Rthéorie que nous venons d'expliquer. 

On commencera par réduire la fraétion 
propofée en fraéion continue par la mé- 
thode de l’art, 4, en ayant foin de prendre 

Dd iv 
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toutes les valeurs approchées plustpetites 
que les véritables, pour que les nombres 
B, y, 9, ©c. foient tous poftifs; enfuite, 
à l’aide des nombres trouvés ay B; y, Gc. 


on formera , d’après les formules de l’art. 


PES CLR 4 BC y 1 
ro, les fraftions > go go Ec dont la 


derniere fera néceffairement la même que 
la fraétion propolée , parce que dans ce cas 
la fraction continue eft terminée. Ces frac- 
tions feront alternativement plus petites 8 
plus “grandes que la fraétion donnée, & 
feront fucceflivement conçues! en termes 
plus grands; & de plus elles feront telles 
que chacune,de ces fraétions approchera 
plus de la fraétion donnée , que ne pourroit 
faire toute.autre fraétion quelconque qui 
feroit conçue en termes moins fimples. Ainfi 
on aura par ce moyen toutes les fraétions 
conçues en moindres termes que la pro- 
pofée, qui pourront fatisfaire au probleme. 

Que f on veut: confidérer-en particulier 
les fraétions plus petites & les fraétions plus 
grandes que la propofée, oninférera entre 
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les fractions précédentes autant de fraétions 
intermédiaires que l'on pourra , & on en 
formera deux, fuites de fraétions conver- 
gentes, les unes toutes plus petites & les 
autres toutes plus grandes que la fraétion 
donnée, (art. 16, 17 & 18); chacune de 
ces fuites aura en particulier les mêmes 
propriétés que la fuite des fraétions princi- 
ADNE 

4° B° C? 
chaque fuite feront fucceflivement conçues 
en plus grands termes, & chacune d'elles 


pales &c, car les fraétions dans 


approchera plus de la fra@lion propofée, 
que ne pourroit faire aucune autre fraétion 
qui feroit pareillement plus petite ou plus 
grande que la propofée, mais qui feroit 
conçue en termes plus fimples. 


Au refte il peut arriver qu'une des frac- 
tions intermédiaires d'une férie #approche 
pas fi près de la fraétion donnée, qu'une 
des fraëtions de l’autre férie, quoique con- 
çue entermes moins fimples que celle-ci ; 
Cet pourquoi il ne convient d'employer 
les fractions intermédiaires, que lorfqu'on 
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veut que les fraétions cherchées foient 
toutes plus petites ou toutes plus grandes 
que la fraétion donnée. 


EXEMPLE L 


20. Suivant M. de la Caille, l’année fo- 
laire eft de 365! 5" 48/ 49", & par confé- 
quent plus longue de 5" 48/49" que l’année 
commune de 365}; fi cette différence étoit 
exaétement de 6 heures , elle donneroit un 
jour au bout de quatre années communes; 
mais fi on veut favoir au jufte au bout de 
combien d'années communes cette diffé- 
rence peut produire un certain nombre de 


jours, il faut chercher le ra pport qu'il ya 
entre 24"8c 5" 48! 49", & on trouve ce 


_ 86400 


ra pport = 


2; de forte qu'on peut dire 
qu’au bout de 86400 années communes, 
il faudroit intercaler 20929 jours pour les 
réduire à des années tropiques. 

Or comme le rapport de 8640010929 
eft exprimé en termes fort grands , on pro- 
pofe de trouver en de termes plus petits 
des rapports aufi approchés de celui-ci 
qu'il eft poffble, 
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, r. . 86400 
On réduira donc la fraétion =4 


20929 


à : Ee 
tion continue par laregle donnée dans l’art, 
4, qui eft la même:que celle qui fert à 


en frac- 


trouver le plus grand commun divifeur de 
deux nombres donnés: on aura 


oa a 
183716) A 
2684209297 =F 


13s 
liao- 


siye 
512 
grfs12/16= 
496 


Connoiffant ainfistousles quotiens +, 8, 
»y-Ge. on en formerataifément la férie 
4, 


S 22 &c. de la maniere fuivante: 
4? B?’ 

n E e E EEN A OE E EE A HES Sa 
4 29 33 128 160 2704 2865 5569 $6400 


20069 Gr 7 3g ? 6557 694? 13497 20929? 
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où l’on voit que la derniere fra@ion efla 
même que la propofée. 

Pour faciliter la formation de ces frac- 
tions, on écrira d’abord, comme je viens 


de le faire, la fuite des quotiens 4,7, 13 


Ec. & on placera au-deflous de ces coeffi- 
ciens les fra@tions+, 2, À Cc. qui en ré- 
fültent. 

La premiere fraétion aura toujours pour 
numérateur le nombre qui eft au- deflus, 
& pour dénominateur l'unité. 

La feconde aura pour numérateur le 
produit du nombre qui y eftau-deflus par 
le numérateur de la premiere, plus l'unité, 
& pour dénominatenr le nombre même qui 
eft au-deflus. 

La troïfieme aura pour numérateur le 
produit du nombre qui y eft au-deflus par 
le numérateurde la feconde , plus celui de 
la premiere; & de même pour dénomi- 
nateur , le produit du nombre qui eft au- 
deflus par le dénominateur de la feconde, 
plus celui de la premiere, 

Et en général chaque fra&tion aura pour 
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numérateur le produit du nombre qui y et 
au-deflus par le numérateur de la fraftion 
Précédente, plus celui de Pavant- précé- 
dente; & pour dénominateur le produit du 
même nombre par le dénominateur de la 
fraëtion précédente, plus celui de lavant- 
Précédente, 


Ainli 29—7.4—1, 7—7, 33 =1.29 
T4, 8=1.7F 1, 128=3.334 29, 31 
=3.8-}7, & ainfi de fuite; ce qui sac- 
Corde avec les formules de l’art. 10. 

Maintenant on voit par les fraétions, 
D, H, &c: que l'intercalation la plus fimple 
Eft celle d’un jour dans quatre années com- 
munes, ce qui eft le fondement du calen- 
drier Julien ; mais qu'on approcheroit plus 
de l'exactitude en n'intercalant que fept 
Jours dans lefpace de vingt-neuf années 
Communes, ou huit dans l’efpace de trent 
trois ans, & ainfi de fuite. 

On voit de plus que comme les fraétions 
LR. # font alternativement plus petites 


Q D in Qu 86400 
& plus grandes que la fraëtion 915 OU 
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À, l'intercalation d’un jour fur quatré 
49 


ans fera trop forte, celle de fept jours fur 
vingt-neuf ans trop foible, celle de huit 
Jours fur trente-trois ans trop forte , & ainfi 
de fuite; mais chacune de ces intercalations 
fera toujours la plus exaéte qu'il eft pof 
fible dans le même efpace de temps. 

Or, fi on range dans deux féries par 
ticulieres les fractions plus petites & les 
fraĉtions plus grandes que la fra&tion don- 
née , on y pourra encore inférer différentes 
fraétions fecondaires pour compléter les 


féries; & pour cela on faivra le même 
procédé que ci-deffus, mais en prenant 
fucceflivement à la place de chaque nom- 
bre de la férie fupérieure tous les nombres 
entiers moindres que cenombre, (lorfqu'il 
y en a) 

Ainf, confidérant d’abord les fra@ions 
croiffantes 

SA ET OT 


4 33 161 2865 86400 
12 87 39 ? 694 ? 20919? 


on voit qu'à caufe que Punité eft au- defis 
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de la feconde, de la troifieme & de la 
quatrieme , on ne pourra placer aucune 
fraction intermédiaire , ni entre la premiere 
& la feconde, ni entre la feconde & la 
troïifieme , ni entre la troifieme & la qua- 
trieme; mais comme la derniere fraétion 
a au-deflus d’elle le nombre 1 § » on pourra 
entre cette fraétion & la précédente, placer 
Quatorze fractions intermédiaires, dont les 
Numérateurs formeront la progrefñon arith- 
Métique 2865-5569, 286$ +2.5569, 
2865-}3.5569 €c. & dont les dénomina- 
teurs formeront aufi la progref ith- 
Mérique 6941340, 694-2.1349, 694 
31349, Cc. 

Par ce moyen la fuite complette des 
fra@tions croiffantes fera 
4 34 161 2865 8434 14609 19572  a5r4r 
12 87 39 > G94 212043? 3392? 4741,2 bopo? 
30710 79 4184$ 47417 52986. 53555 — 64124 
7492 8 101377041486 20128359 141849 15533 9 
Iso 5 So83r : 86400 
165829 18231 19580? 20919° 

Et comme la derniere fra@ion eft la même 
Ie la fraétion donnée, il ef clair que cette 
fric ne peur pas être pouflée plus loin, 
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De-là on voit que fi on ne veut admettre 
que des intercalations qui pechent par ex- 
cès, les plus fimples & les plus exaétes feront 
celles d’un jour fur quatre années, on de 
huit jours für trente-trois ans , Ou de trente: 
neuf fur cent foixante-un ans, & ainfi de 
fuite. 

Confidérons maintenant les fra&tions dé 
croiflantes 

750% m6:ÿ 1e 

29-5128, 27041} 5569 

7? 31 9 655 ? 1349? 
& d’abord, à caufe du nombre 7 qui eft 
au-deflus de la premiere frä@tion , On pourra 
en placer fix autres avant celle-ci, dont 
les numérateurs formeront la progreflion 
arithmétique 441, 2.41, 32444, ce 
& dont les dénominateurs formeront la 
progreffion 1, 2, 3, &c, de même , à caufe 
du nombre 7, on pourra placer entre la 
premiere & la feconde fraétion deux frac- 
tions intermédiaires ; & entre la feconde & 
la troifieme on en pourra placer 15 » à 
caufe du nombre 16 qui eft au-deflus de la 
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troifieme; mais entre celle-ci & la derniere 
On n'en pourra'inférer aucune , à caufe que 
le nombre qui y eft au-deffus eft l'unité. 

De plus , il faut remarquer que comme 
la férie précédente neft pas terminée par 


la fra&tion donnée , on Peut encore la con- 
tinuerauff loin que l’on veut, comme nous 
l'avons fait voir dans Part. ı 8. Ainfi on aura 
cette férie de fractions croiflantes 


25 6 95 18 
AE ISIN 


a 
450 Gii 772 933 1094 1255 1416 
22 


1097 148? 1879 2269 265 ? 304? 343? 


1738 1899 2060 2221 2382 2543 

AT? abo? 499? 538 ? 577 Gé» 
91969 178369 264769 351169 
22278 ? 43207 2 64136 ? 85065 ? 


cfquelles font toutes plus petites que la frac- 

tion propofée, & en approchent plus que 
toutes autres fraétions qui feroient conçues 
Sn termes moins fimples. 

On peut conclure de-là » que fi on ne 
Youloit avoir égard qu'aux intercalations 
Mi pécheroient par défaut, les plus fim- 
Ples & les plus exaétes feroient celles d’un 

Tome 11, Ee 
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jour fur cinq ans, ou de deux jours fur neuf 
ans, Ou de trois jours fur treize ans, &c. 

Dans le calendrier grégorienonintercale 
feulement quatre-vingt dix-fept jours dans 
quatre cents années; on voit par la table 
précédente qu'on approcheroit beaucoup 
plus de lexaétitude , en intercalant cent 
neuf jours en quatre cents cinquante années: 

Mais il faut remarquer que dans la ré- 
formation grégorienne on seft fervi de la 
détermination de l’année donnée par Co- 
pernic , laquelle eft de 3655 5" 49/ 201, En 
employant cet élément on auroit , au lieu 
de la fraétion He, celle-ci 34 , ou bien 
e d'où lon trouveroit par la méthode 
précédente les quotiens 4, 8, 5, & 
de-là ces fraétions principales 

4 8, 5, 3. 


LR SO 
19 8 9 412 1319 


+ 
22 


qui font, à l'exception des deux premieres, 
aflez différentes de celles que nous avons 
trouvées ci-deflus, Cependant on ne trouvê 


pas parmi ces fraétions la fra&tion = adop” 
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tée dans le calendrier grégorien; & cette 
A : A T, : 
fraétion ne peut pas même fe trouver parmi 


les fraétions intermédiaires qu'on pourroit 
Inférer dans les deux féries $, ne, QE 


> 
s car il eft clair qu'elle ne Poürroit tom- 
ber qu'entre ces deux dernieres fractions, 
Entre lefquelles, à caufe dù nombre 3 qui 
eft au-deffus de la fraction il peut tom- 
ber deux fractions intermédiaires , qui feront 
= & a d’où Pon voit qu'on auroit ap- 
Proché plus de l'exaétitude , fi dans la ré- 
formation grégorienne on avoit prefcrit de 
n'intercaler que quatre-vingt-dix jours dans 
lefpace de trois cents foixante & onze ans. 

Si on réduit la fra&tion = à avoir pour 
numératenr le nombre 86400 , elle devien- 
dra Teo ; ce qui fuppoferoit l’année tropique 
de 365! ÿ"49/12/, 

Dans ce cas linterpolation grégorienne 
feroit tout-à-fait exaĉte ; mais comme les 
Obfervations donnent l’année plus courte 
de plus de 20”, il eft clair qu'il faudra né- 
Ceflairement, aù bout d'un certain efpace 


Ee ij 
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de temps , introduire une nouvelle inter- 
calation, | 

Si on vouloit s’en tenir à la détermina- 
tion de M, de la Caille, comme le déno: 
minateur 97 de la fraétion #? fe trouve entre 
les dénominateurs de la cinquieme & de 
la fixieme des fraétions principales trouvées 
ci-devant, il s'enfuit de ce que nous avons 
démontré, (art. 14), que la fraĉtion s ap: 
procheroit plus de la vérité que la fration 
97 ? 
encore partagés fur la véritable longueuf 
de l’année , nous nous abitiendrons de pro- 
noncer fur ce fujet; aufli n’avons-nous.eu 
autre objet dans les détails que nous ve- 


au refte, comme les Aftronomes font 


nons de donner , que de faciliter les moyens 
de fe mettre au fait des fraétions continues 
& de leursufages ; dans cette vue nous ajou- 
terons encore l'exemple fuivant. 


ExEemMpPzLE Il 
21. Nous avons déjà donné, (art:8) 
la fraétion continue qui exprime le rapport 
de la circonférence du cercle au diametre 
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en tant qu’elle réfulte de la fra@tion de Lu- 
dolph; ainf il wy aura qu'à calculer, de la 
maniere enfeignée dans l'exemple précé- 
dent, la férie des fraëétions convergentes 
Vers ce même rapport, laquelle fera 


357519; 1, 292, 1, l 1, 
3 22 333 355 103993 104348: 208341 312689 


19 79 1069 1139 33102 2 33215 9 66317 9 99532 ? 


2, L, 3 1, 14, 
833719" 1146408 4272943 5419351 80143857 
265381 2 364913 ? 1360120 9 1725033 ? 35510582 2 


25 I; I> 2, 
165707065 1068966896 
Ty e 


340262731 3 
I; 
2549401770 6167950454 14885392687 21053343141 


S11528438 ? 1963319607 ? 4738167652 ? 6701487259 ? 


84, 23 D 
1283366216531 3587785776203 5371151992734 


567663097408 ? 1142027682075 ? 1709690779483 ? 


Ts Fe 3» 
S958977768937 139755218526789 418224593340304 
A851718461558) 44485467702853 ? 136308121570117 2 


13 1, #5 
FTCE74932oG77AT 6134899525417045  302462730337359ax 
16491048114374 ? 1952799169684491? 9627687726852335 > 


Ee iij 


6, 


430010946591069243 


304345 

26513207 2 
Ces fraëtions feront donc alternatives 
ment plus petites & plus grandes que la 
vraie raifon de la circonférence au dia- 
metre, c’eft-à-dire que la premiere À fera 


plus petite, la feconde2? plus grande, & 


7 


ainfi de fuite ; & chacune d’el es appro- 


chera plus de la vérité que ne pourroit faire 


toute autre fraétion qui feroit exprimée en 
termes plus fimples, ou, en général, qui 
auroit un dénominateur moindre que le dé- 
nominateur de la fraétion fuivante ; de forte 
que l’on peut affurer que la fraction ? ap- 
proche plus de la vérité que ne peut faire 
aucune autre fraétion dont le dénominateur 
feroit moindre que 7 ; de même la fraétion 
approchera plus de la vérité que toute 
autre fraction dont le dénominateur feroit 
moindre que 106, & ainfi des autres. 
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Quant à l'erreur de chaque fra@tion, elle 
fera toujours moindre que l'unité divifée 
Par le produit du dénominateur de cette 
fraëtion par celui de la fraétion füivante. 
mes tn 3 
Ainfi l'erreur de la fraétion ? fera moindre 
que +, celle de la fraétion A fera moindre 
que —z> & ainfi de fuite. Mais en même 
Fa L 
temps l'erreur de chaque fraétion fera plus 
grande que l'unité divifée par le produit du 


dénominateur de cette fraétion, par la fom- 
me de ce dénominateur, & du dénomina- 
teur de la fraétion fuivante ; de forte que 
l'erreur de la fraêtion ? fera plus grande que 
1 


şə celle de la fraétion © plus grande que 


1 : i] s 
mob & ainfi de fuite, (art, 14) 


Sion vouloit maintenant féparer les frac- 
tions plus petites que le rapport de la circon- 
férence au diametre, d’avec les plus gran- 
des, on pourroit, en inférant les fra6tions 
intermédiaires convenables , former deux 
fuites de fraétions, les unes croiflantes & 
les autres décroiffantes vers le vrai rapport 


Ee iv 
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dont il s’agit ; on auroit de cette maniere 
p 5 DEN périph. 
Fraëlions plus petites que T > 


3 23 47 69 or 13 135 157 179 201 223 


1? E9 159 329 299 369 459 J0) 379 649 7? 
245 267 289 311 333 638 1043 1308 1753 
78 2 859 929 999 1069 2199 332 I 445 9 558 © 
2108 2463 o, 

Bi 89 (CA 


Fraétions plus grandes que, 


di 
4 Z 10 13 16 19 22 355 104348 31689 


19 29 39 49 59 69 79 1139 qu 9j 
1146408 5419351 85563208 165707065 411557987 
364913 ? 1725033 ? 27235615? 52746197 ? 131002976 7 
1480524883 A 

pee CS 

471265707 ? é 


Chaque fraëétion de la premiere férie 
approche plus de la vérité que ne peut faire 
aucune autre fraétion exprimée en termes 
plus fimples , & qui pécheroit auffi par dé- 
faut; & chaque fraétion de la feconde férje 
approche auffi plus de la vérité que ne peut 
faire aucune autre fra£tion exprimée en 
termes plus fimples & péchant par excès. 

Au refte ces féries deviendroient fort 
prolixes, fi on vouloit les pouffer aufli 
loin que nous avons fait celle des fraétions 
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Principales donnée ci-deflus. Les bornes 
de cet Ouvrage ne nous permettent pas de 
les inférer ici dans toute leur étendue ; mais 
on peut les trouver au befoin dans le chap. 
XI de l'Algebre de Wallis, (Operum Ma- 
themat, vol. IL.) 


REMARQUE, 


22. La premiere {olution de ce probleme 
a été donnée par Wallis dans un petit Traité 
qu'il a joint aux Œuvres pofthumes d'Hor- 
rocius , & on la retrouve dans endroit 
cité de fon Algebre; mais la méthode de 
cet Auteur eft indireéte & fort laborieufe. 
Celle que nous venons de donner eft due 
à Huyghens, & on doit la regarder comme 


une des principales découvertes de ce grand 
Géometre. La conftruétion de fon auto- 
mate planétaire, paroît en avoir été loc- 
cafon, En effet il eft clair que pour pouvoir 
repréfenter exaétement les mouyemens & 
les périodes des planetes, il faudroit em- 
ployer des roues où les nombres des dents 
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fuflent précifément dans les mêmes rapports 
que les périodes dont il s’agit; mais comme 
on ne peut pas multiplier les dents au-delà 
d'une certaine limite dépendante de la 
grandeur de la roue, & que d’ailleurs les 
périodes des planetes font incommenfura- 
bles, ou du moins ne peuvent être repré- 


fentées avec une certaine exa@titude que 
par de très-prands nombres , on eft obligé 
de fe contenter d’un d-peu-près , & la dif- 
ficulté fe réduit à trouver des rapports ex- 


primés en plus petits nombres, qui appro- 
chent autant qu'il eft poffible de la vérité, 
& plus que ne pourroient faire d’autres 
rapports quelconques qui ne feroient pas 
conçus en termes plus grands. 

M. Huyghens réfout cette queftion par 
le moyen des fraëtions continues, comme 
nous l’avons fait ci-deflus ; il donne la ma- 
niere de former ces fraétions par des di- 
vifions continuelles , & il démontre enfuite 
les principales propriétés des fraétionscon- 
vergentes qui en réfultent, fans oublier 
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même les fraËtions intermédiaires. Voyez 
dans fes Opera poflhuma le Traité intitulé 
Deferiptio automati planetarii. 

D’autres grands Géometres ont enfuite 
confidéré les fraétions continues d’une ma- 
niere plus générale, On trouve fur-tout dans 
les Commentaires de Pétersbourg , (tom. 
IX & XI des anciens, & tom, IX & XI 
des nouveaux), des Mémoires de M'. 
Euler remplis des recherches les plus fa- 
vantes & les plus ingénieufes fur ce fujet; 
mais la théorie de ces fraétions, envifagée 
du côté arithmétique qui en eft le plus in- 
téreflant, n’avoit pas encore été, ce me 
femble, autant cultivée qu’elle le méritoit ; 
Ceft ce qui m'a engagé à'en compofer ce 
petit Traité pour la rendre plus familiere 
aux Géometres. Voyez aufi les Mémoires 
de Berlin pour les années 1767 & 1768. 

Au refte cette théorie eft d’un ufage très- 
étendu dans toute l’Arithmétique, & il y 
a peu de problemes de cette fcience, au 
Moins parmi ceux pour lefquels les regles 
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ordinaires ne fuffifent pas, qui n’en dépen- 
dent direftement ou indire£tement, M'. 
Jean Bernoulli vient den faire une appli- 
cation heureufe & utile dans une nouvelle 
efpece de calcul qu'il a imaginé pour fa- 
ciliter la conftruëtion des tables de parties 
Proportionnelles. Voyez le tome I de fon 
Recueil pour les Aftronomes. 
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PARAGRAPHE IL 


Solutions de quelques Problemes curieux & 


nouveaux d’Arithmétique. 


Gorni les problemes dont nous 
allons nous occuper aient un rapport im- 
médiat avec le précédent, .& dépendent 
des mêmes principes , nous croyons. cepen- 
dant devoir les traiter d'une maniere di- 
tefte, & fans rien fuppofer de ce qui. a 
été démontré jufqu'ici. 

On aura par ce moyen la fatisfa@tion de 
Yoir comment dans ces fortes de matieres 
on eft néceflairement conduit à la théorie 
des fraëtions. continues; d’ailleurs cette 
théorie en deviendra beaucoup plus lumi- 
neufe , &-recevra.par-là de nouveaux de- 
grés de perfeétion. 


PROBLEME: 


23. Etant donnée une quantité pofitive a 
3 J , 


rationnelle ou non, & fuppolant que p & q 


ne puiffent étre que des nombres entiers po- 
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4 


Juifs & premiers entr'èux, on dëmande dé 
trouver des valeurs de p & q, telles que la 
valeur de p—aq, (abffraëtion faite du figne), 
Joit plus petite qu'elle ne feroit ; fon donnoit 
à p © q des valeurs moindres quelconques. 
Pour pouvoir réfoudre ce probleme di- 
reftement, nous commencerons par fup- 
pofer que l’on ait en effet déjà trouvé dés 
valeurs de p&g qui aient les conditions 
requifés ; donc prenant pour 7 & /des nom- 
bres quelconques entiers pofitifs moindres 
que p & q, il faudra que la valeur de p 
— ag foit moindre que celle de af, abf- 
traétion faite des fignes de ces deux quan- 
tités, c'eft-à-diré en les prenant toutes délix 
poñitivement. Or je remarque d’abord que 
fi les nombres > & f font tels que PI— gi 
=+ 1 , le figne fupérieur ayant lieu lorfque 
p— ag eft un nombre pofitif, & l'inférieur : 
lorfque p—ag eft un nombre négatif, on 
en peut conclure en général que la valeur 
de toute expreflion y—az fera toujours 
plus grande, (abitraëtion faite du figne), 
que celle de p—ag, tant qu’on ne donnera 
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à; &ù y que des valeurs entieres, moin- 
dres que celles de P &q. 
En effet, il eft clair qu'on peut fuppofer 
en général 


8 
Y=pi#ru, & z=qgt4 ru, 

2@ v étant deux inconnues ; or par la réfo- 
lution de ces équations on a 

IT, d— $ 
ERr 2 arp? 
donc, à caufe de gts, t= y 
ng) 6e u=+ (qy — pz); d'où l’on voit 
que z & u feront toujours des nombres en- 
tiers, puifque p, Is rf &y, 7 font fup- 
Pofés entiers. 

Donc, : & étant des nombres entiers, 
& p, g, r, f des nombres entiers pofñitifs, 
il eft clair que pour: que les valeurs de: y 
& z foient moindres que celles de p&g, 
il faudra néceflairement que les nombres 
t & u foient de fignes différens. 

Maintenant je remarque que la valeur 
de 7—af fera aufi de différent figne que 
Celle de Pag; Car faifant pag 


i 


Rr PE > | A Re P 
K7—a/=R yon aura a, 
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Z; mais l'équation pf—ar=+ı , donné 
z5 donc 2—3 + 5 donc, 
püifqu’on fuppofe que le figne ambigu foit 
pris conformément à celui de la Je 
p—ag ou P, il faudra que la quantité > 
—? foit pofitive , fi P eft poñitif, & né- 
gative, fi P eft négatif; or comme / eft 
<9, & que R eft plus grand que P, (4yp.), 
il eft clair que z fera à plus forte raifon plus 
grand que z, (abftraétion faite du figne); 


donc la quantité z5 fera toujours de figne 


différent de $ c'eft-à-dire de R, puifque 
S eft pofitif; donc P & R feront nécef- 
fairement de fignes différens. 

Cela pofé, on aura, en fubftituant les 
valeurs ci-deflus de y & z, y—az=(p 
—ag}t#(r—af}u= Pr Ru; ort &u 
étant de fignes différens, auffi bien que 2 
& R, il eft clair que Pr & Ru feront des 
quantités de mêmes fignes; donc puifque 
z & u font d’ailleurs des nombres entiers, 
il eft vifble que la valeur de y—az fera 
toujours plus grande que P , c'eft- à-dire 

que 
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Que la valeur de p—ag, abitraétion faite 
des fignes. 

Mais il refte maintenant à favoir fi, les 
nombres p & g étant donnés, on peut tou- 
jours trouver des nombres 7 & f moindres 
que ceux-là, & tels que gr , les 
fignes ambigus étant à volonté ; or cela füit 
Évidemment de la théorie des fraétions con- 
tinues ; mais on peut aufi le démontrer di- 
reétement & indépendamment de cette 
théorie. Car la difficulté fe réduit à prouver 
qu'il exifte néceflairementunnombreentier 
pofñtif & moindre que p, lequel étant pris 
Pour 7, rendra gr+1 divifible par p; or 
fuppofons qu'on fubftitue fucceflivement à 
la place de r les nombres naturels 1, 2, 
3, Éc. jufqu'à p, & qu'on divife les nom- 
bres IEI, 2951, 3941, Éc. pgr par p, 
On aura p, reftes moindres que p, qui feront 
néceffairement tous différens les uns des 
autres; car fi, par exemple, mar & ng 
Er, (m & n étant des nombres entiers dif. 
férens qui ne fürpaflent pas p), étant di- 
Vifés par p, donnoient un même refte, il 


Tome 11. Ff 
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eft clair que leur différénce, (m—n)g, 


fible par p ; or c'eft ce qui 


devroit être divi 
he fe peut, à caufe due q eft premier à P, 
Se güe m—" eft un nombre moindre que p. 
Donc, puifque tous les reftes dont il s'agit, 
font des nombres entiers pofitifs moindres 
que p & différens entreux, & que ces reftes 
font au nombre de p, il eft clair qu'il faudra 
néceflairement que le zéro fe trouve parmi 
ces reftes, & conféquemment qu'il y dit 
ün dès nombres g#+1, 2941, 3g+1, Go 
pat, qui foit divifible par p; or il eft clair 
que ce ne peut être le dernier; ainfi il y 
aüra {urement une valeur de 7 moindre que 
p, laquelle rendra 7-1 divifiblé par p; 
& il eft clair en même temps que le quotient 
fera moindre que g; donc il y aura tou- 
jours une valeur entière & pofñitive dé 7 
moindre que p, & une autre valeur pareille 
de f & moindre que q, lefquelles fatisfe- 


NE thé s +x 
ront à l'équation =% 
1 J=T 


> OU pf—qr—="+1 
24. La queftion eft donc réduite main 
tenant à trouver quatre nombres entiers & 


Pa 1,7, J, dont les deux derniers 
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foient moindres que les premiers, c’eft.à- 


dire r<p &f<y,8& qui foient tels que 
P—gr=tr, que de plus les quantités p 
—aq & r—af foient de fignes différens ; 
& quen même temps z—af foit une quan- 
tité plus grande que p—ag, abltra@tion 
faite des fignes. 
Défignons, pour plus de fimplicité, r par 

P' & [par g', en forte que l’on ait pg'—-gp' 
=+1; & comme g>g', (hyp.), Soit ja 
le quotient qui proviendroit de la di on 
de g par g', & foit le refte q", qui fera 
par conféquent <q"; foit de même 
quotient de la divifion de g'parg 
le refte, qui fera < g"; pareillement foit 
(a le quotient de la divifion de g''par g", 
& g" le rete < g"", & ainfi de fuite, juf- 
qu’à ce qu’on parvienne à un refte nul ; on 
aura de cette maniere 

TPE ENS 

DR E L 

ET a S 

g= "gg, Ge. 
Où les nombres w, m, it, Ge, feront tous 


Sntiers &e poñitifs, & où les nombres P 


452 ADDITIONS. 


g", q", Gc. feront aufli entiers pofitifs » 
& formeront une fuite décroiffante jufqu’à 
zéro. 
Suppofons pareillement 
papp 
pP =p" p" 
Pepe 
p= up" Ep, ce 
Et comme les nombres p & p' font regardés 
ici comme donnés , aufli bien que les nom- 
bres m, mws a", Éc. on pourra déterminer 
par ces équations les nombres p", p'", p, 
&c. qui feront évidemment tous entiers. 
Maintenant, comme on doit avoir py‘ 
—qp'=#1, on aura auf, en fubftituant 
les valeurs précédentes de p & q, & effa- 
çant ce qui fe détruit, pq —g"'p #1; 
& fubftituant de nouveau dans cette équa- 
tion les valeurs de p' & 9', il viendra p" 
qg—g"p''="tti, & ainfi de fuite; de 
forte qu'on aura en général 
PIERRE 
PH p" 
P'9" US 
Pres 


w 
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Donc, fi g'", par exemple, étoit nul 
on auroit —g" p''—+1; donc g'=1 8 
P 
=g" p= #1; doneg =r & p'—#1; 
donc en général, fi g—0, on aura g= 


ui 


=}1; mais fig" étoit =o , on auroit 


ui 


=1; & enfuite p+r, fi pet pair, & 
P=Et, fi p eft impair. 

Or, comme on ne fait pas d'avance 
fi c’eft le figne fupérieur ou inférieur qui 
doit avoir lieu , il faudroit. fuppofer fuc- 
ceffivement p=: & ——1; mais je re- 
marque que l'on peut toujours ramener l’un 
de ces cas à l’autre ; & pour cela il eft clair 
qu'il fuffit de prouver qu'on peut toujours 
faire en forte que le p du terme gt qui doit 
être nul, foit pair ou impair à volonté. 
En effet, fuppofons , par exemple, que 9" 
foit =o, on aura donc g''=1 & g" >1, 
Ceft-à-dire g"—2 ou > 2, à caufe que 
les"nombres q, g!, g"', &c. forment natu- 
tellement une férie décroiffante ; donc, 
Puifque g''=#"g""+9", on aura g'=#", 
de forte que #° fera = ou > 2; ainfi on 
Pourra, fi l’on veut, diminuer ~" d’une 

Ff ij 


on 
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unité , fans que ce nombre devienne nul, 

& alors g", qui étoit =o , deviendra==1, 

& g' fera =o; car mettant w!—1 à Ja 
g » 

place de w"; on aura g'=(n"—1)g" 


3 mais g =p 13 donc g"=1; 


=n& g'—0o. 

De-là on peut donc conclure en général 
que, fi g'=0, on aura gi N p= 
le figne ambigu étant à volonté. 


Ma 


Maintenant; fi on fubftitie-les valeurs 


de p & q données par les formules précé- 
i 
ia 


centes dans p—ag, celleside p' & g' dans 


p'—ag', & ainfi des autres, on aura 


PESA EFA (p' — aq DHpP'— ag" 
P —ag SA (p" — aq" )+p"— aq" 


Po mag SH] (p"'— ag") +p“ — ag" 
pag =p — ag" )+p' — 24} 


A 


d'où Pon tire 


AL T | 
Ar P'—aq BE Tee : 
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Or comme, (kyp.), les quantités Paq 
& p'ap font de fignes différens , & que 
de: plus p'—ag'doit être, (abftra@tion faite 
des fignes) ZP agyi s'enfuitique ne 

P aq 
fera une quantité négative & plus petite que 
Punité. Donc, pour qué 4 foit un nombre 
entier:poñtif, comme ille faut, il efticlair 


— doit être une quantité pofi- 
47 


+ 
tive plus grande que l'unité ; 8tibefbivis 
fible-en) même-temps.que 1 ne-peut-être 
F 
que le nombre entier, -qui.eft immédiates 
; AE ; 
ment moindre que - T. P , Ceft-d-dire 
Pag A 
Š | PE agp" 
qui ef contenu entre cès limites 7122 
Pinoa" 
agp" À D — à 
&°7 P- — 15 çar, puifque — À Er 
Pre WEE Co 
f Ff iv 
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dat 
> 0 & <1, on aura u< À — 
PTE 


De même, puifque nous venons de voir 


n jt 


a ON . 
que — — doit être une quantité pofi- 
REL 
tive plus grande que l'unité, il s'enfuit que 
P. 1 fera une quantité négative plus 
P'— aq ë 
petite que l'unité, (je dis plus petite que 
l'unité, en faifant abfraftion du figne ). 
Donc, pour que #! foit un nombre entier 


L foit une 


LE ALES 
poftif, il faudra que - P 
er 
quantité pofitive plus grande que l'unité, 
&lénombre w ne pourra être par confé- 
quént-que le nombre entier, qui fera im- 


médiatement au-deflus de la quantité 


On prouvera de la même maniere & paf 
lä confidération, que #'' doit être un nom- 


=i ag" pY 
breentier pofitif, que la quantité EET 


aq 


ADD IRD TION Se 457 


fera néceflairement pofitive & au-deflus de 
l'unité, & que #"'ne pourra être que le 
hombre entier, qui fera immédiatement 
au-deflous de la même quantité, & ainf 
de füite. 

Il s’enfuit de-là, 1°. que les quantités 
P—ag, p'—ag';p"—ag", Gc. feront fuc- 
ceflivement de fignes différens , c’eft-à-d. 
alternativement pofitives & négatives , & 
qu’elles formeront une fuite continuellement 
Croiflante ; 2°, que fi on défigne par le figne 
< le nombre entier, qui eft immédiate- 
ment moindre que la valeur de la quantité 
placée après ce figne , on aura pour la dé- 
termination des nombres w» m's m, &re, 


Be E 


Or nous avons vu plus haut que la férie 
9: g', q", Ëc. doit fe terminer par zéro, 
& qu'alors le terme précédent fera —1, & 
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le terme correfpondant à zéro dans l'autre 
férie p, piy p', Ce. fera + à volonté. 

Ainfi fappofons, par exemple, que l'on 
ait g" , on aura donc g'"=1 & p'==15 
donc P'—ag"=pl— a, & p'— ag" 15 
donc il faudra que p''—-a foit une quantité 
négative & moindre que 1, abftraétion 
faite du figne ; c'eft-à-dire quea—p'"devra 
être >o &< 1r; de forte quep'ne pourta 
être que le nombre entier, qui fera immé: 
diatement au-deffous de. a; on connoîtra 
donc les valeurs de ces quatre termes 

PA g'=0 
P'<a CRE EN 

à l’aide defquelles on pourra, en remontant 
par les formules ci-deflus', trouver tous les 
termes précédens. En effet on aura d’abord 
la valeur de", enfuire on aura p" & g" par 
les formules p" =n" pi pr & gp qi 
+9"; de-là on trouvera #&cenfüite p' & g» 
& ain du refte. 

En général foit g= 00n aura. gft® 6c 
r'=1; & on prouvera , comme ci-deffus, 
que p~ ne pourra être que lenombre entier 
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Qui eft immédiatement au-deffous de a; de 
forte qu'on aura ces quatre termes 

P sl g 70 

PRET 
enfuite on aura 

WT Een < 
zpi taiag P 
p= pt Hp , qamug 
f Thpàt 
“ag 

B3 — put spip ptet, QI MTS QUE gtx, 
& ainfi de fuite. 

On pourra donc remonter de cette ma- 
niere aux premiers termes p & q; mais nous 
remarquerons que tous les térmes fuivans, 
P', g, Py gry 6. jouiflent des mêmes 
Propriétés que ceux-là, &réfolvent éga= 
lement lé probleme propofé: Car il eft vi: 


3 a 
PRE 


fible par les formules précédentes que les 


Nombres p,-p'; py Gest gygy ghy Gc. 
font tous-entiers pofitifs, & forment deux 
Kries continuellement décroiffantes , dont 
la premiere fe termine par l'unité, & la fe- 
Sonde par zéro. 
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De plus, on a vu que ces nombres font 
tels, que pq —g9p—+1 , P'g"—gp= #19 
ce. & que les quantités p—ag, p'—a9" 
P'—aq", 6c. font alternativement pofitives 
& négatives, & forment en même temps 
une fuite continuellement croiflante. D'où 
il fuit que les mêmes conditions qui ont lieu 
entre les quatre nombres p, g, 7, f, ou ps 
4» P» T, & d'où dépend la folution du 
probleme, comme on l’a vu plus haut; ont 
lieu également entre les nombres Pa 
P", q", & entre ceux-ci, p', g", p, g" 
& ainfi de fuite. 

Donc , en commençant par les derniers 
termes pt & gè, & remontant toujours paf 
les formules qu'on vient de trouver, on 
aura fucceflivement toutes les valeurs de p 
& q qui peuvent réfoudre la queftion pro- 
pofée, 

25. Comme les valeurs des termes p'; 
PT Ge. gr, g1, &c. font indépendantes de 
lexpofant p, nous pouvons en faire abf 
tration , & défigner les termes de ces deux 
féries croiflantes de cette maniere, 
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P’, P' P5 pis pi Gc. g, g, q5 gs gs Ece 
ainfi nous aurons les déterminations fui- 
Vantes, 


H 
p“ +r 
p =e psp" e gs 
Gc. &c, 
Enfuite 
h <a 
ET mt 2 
AER agi—p' Fan 
SE ie 
p'—a q“ 


t 


ELZ 


mie 


BYL 


où le figne < dénote le nombre entier qui 
eft immédiatement moindre que la valeur 
de la quantité placée après ce figne. 

On trouvera ain fucceflivement toutes 
les valeurs de p & g qui pourront fatisfaire 
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au probleme, ces valeurs ne pouvant être | fra@ion co 


les termes correfpondansdes deux féries 


CP 


P > Pis P's Py Ce & Ea J's g'yq"', EC 
Cor SOLE LATRE E 


26. Si on fait 


I 
d g? Ec. 


& h<a, Lb, uke; Hd, &c. donc 
les nombres m, m's u", Gene feront autre 
chofe que ceux que nous avons défignés 
par e> b» ys Ge, dans l’art: 3, c'eft-à-dire 
que ces nombres feront les termes de la 
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ntinue qui repréfente la valeur 
dea, en forte que l’on aura ici 


Par conféquent les nombres p', p", p", 


Čr. feront les numérateurs, & O A 

Ec, les dénominateurs des fraétions con- 

Vergentes vers a, fractions que nous avons 
BC 


défignées ci-devant par PPT Ec. 


(art. ro). 


Ainfi tout fe réduit À convertir la valeur 
de a'en une fraction continue , dont tous 
les termes foient pofitis, ce qu'on peut 
exécuter par les méthodes expofées plus 
haut, pourvu qu'on ait foin de prendre 
toujours les valeurs approchées en défaut; 
Enfuite il n’y aura plus qu'à former la fuite 
des fractions Principales convergentes vers 
a, & les termes de chacune de ces fra 
tions donneront des valeurs de p & q, qui 
téfoudront le probleme propofé ; de forte 
que À ne poutra être qu'une de ces mêmes 
fra@tions. 
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27. Il réfùlte de-là une nouvelle pro- 
priété des fraétions dont nous parlons ; 
c’eft que nommant 5 une des fraétions 
principales convergentes vers a, (pourvu 
qu’elles foient déduites d’une fra@tion con- 
tinue , dont tous les termes foient pofitifs), 
la quantité p—ag aura toujours une valeur 
plus petite, (abftraëtion faite du figne), 
qu’elle w’auroit, fi on y mettoit à la place 
de p & g d’autres nombres moindres quel- 
conques. 

PROBLEME IL 

28. Etant propofče la quantité 
Ap"+Bpq+Cpr2q+, &c.+Vq”, 
dans laquelle À, B, C, &c. font desnom- 
bres entiers donnés pofitifs ou négatifs, € 
où p & q font des nombres indéterminés qu'ott 
Jfuppole devoir être entiers & pofiifs ; on de- 
mande quelles valeurs on doit donner à p € q 
pour que la quantité propofée devienne la plus 
petite qu’il eft poffible. 

Soient «> 8, y; Éc. les racines réelles, 


& 
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& ur Vi ` n+p , &c, les racines 
imaginaires de l'équation 
Ar Bin EC yner he Gr. Hio 
On aura par lathéorie-des équations 4 p» 
LE Bp” 19 Cpg H; &c. + Vg"=A 
(pa) P Nrg) (p— (et yN) 
eV) Cp EATA) 
(P CPV): A (p— 29) (69) 
(p=): CTENI NC +g). 
Donc la queftion fe réduit à faire en 
forte. que le: produit des quantités p—g, 
PT per, Ec& (png) +re, 
(o—r9Y pig, Ec. foit le plus petit qu'il 
eft poflüble , tant que P & g font desnom- 


bres entiers poñitifs. 


Suppofons. qu’on ait trouvé les valeurs 
de P & q qui répondent au minimum ; & 
fi Pon met à la place de p & g d’autres 
nombres moindres, il faudra que le pro- 
duit dont il s'agit, acquiere une valeur 
Plus grande. Donc il faudra néceffairement 
Que quelqu'un. des faéteurs augmente de 
Valeur, Or il eft vifible quefiæ, par exemp. 

Tome IL Gg 
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étoit négatif, le faéteur p— «9 diminueroit 
toujours , lorfque:p & q déctoîtroient; la 
même chofe arrivéroit au faéteur (peg) 
Hg fi m étoit-négatif, &i ainfiides au- 
tres; d’où il s'enfuit que parmi les facteurs 
fimples réels il ny a que ceux où les ra- 
cines font pofitives , qui puiffent augmenter 
de valeur; & parmi les faéteurs doubles 
imaginaires, il n’y aura que ceux où la 
partie réelle de la racine imaginaire fera 
poñtive, qui püifleñt augmenter aufi; de 
plus il faut remarquer à l'égard de cés der- 
niers, que pour que (p-—#q) Fg aug- 
mente tandis que p & g diminuent, il faut 
nécéffairement que la partie (p=—#7) aug 
mente, parce que l’autre terme v*7* diminué 
nécefläirement; de forte que l’augmenta- 
tion de ce facteur dépendra de la quantité 
b—wg, & ainfi des autres. 

Doncles valeurs de p& q qui répondent 
au minimum , doivent être telles que là 
quantité p——aÿ augmente , en donnant à p 
8e q des valetrs moindres, &'prenant pour 
atne des racines réellés poñtives de l’équa- 
tion 
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A Bari Cina Ge: +V=o, 
Ou une des parties réelles pofitives des 
racines imaginaires de la même équation ; 
vil y en a. 

Soient » & / deux nombres entiers pos 
fitifs moindres:que p & g ; il faudra done 
que z—af foit >p—aq, (abftraétion faite 
du figne de ces deux quantités), Qu'on fup- 
pofe , comme dans l’article. 23, que: ces 
nombres-foient sels que p/—gr=+#1 , le 
figne fupérieur ayant lieu, lorfque p—ag 
elt politive ; & l’inférieur, lorfque P—aq 
eft négative ; en forte que les deux quan- 
tités p—ag & r—af deviennent de différens 
fignes, & l'on aura exaétément.le cas diia 
Quel nous avons-réduit lé probleme prés 
Cédent, (aït.24), & dott nous avons déjà 
donné la folution. 

Donc, (art:26), les valeurs de p &e q 
devront néceffairement fe trouver parmi 
les termes des fraétions Principales conver= 
Sentes versa; c'et-à-dire vers quelqu'une 


des quantitésique nous avons dit pouvoir 
Stre prifes-pour a, Ainfiil faudra réduiré 
Gg j 
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toutes ces quantités en fraétions continues, 
(ce qu'on pourra exécuter facilement paf 
les méthodes enfeignées ailleurs), & èn 
déduire enfuite les fraétions convergentes 
dont il sagit, après quoi on fera fuccefli- 
vement p égal à tous les numérateurs de 
ces fraétions, & g égal aux dénominateurs 
correfpondans, & celle de ces fuppofitions 
qui donnera la moindre valeur de la fonc- 
tion propofée , fera néceflairement aufli 
celle qui répondra au minimum cherché. 


R EM AR O UE. db 


29. Nous avons fuppofé que les nombres 
P'& q devoient être tous deux pofitifs ; il eft 
clair que fi on les prenoit tous deux né- 
gatifs, il men réfulteroit aucun changement 
dans la valeur abfolue de la formule propo- 
fée; elle ne feroit que changer de figne 
dans le cas où l'expofant m feroit impair; 
& elle demeureroit abfolument la même; 
dans le cas où l’expofant m feroit pair; ainfi 
il n'importe quels fignes on donnesaux nom: 
bres p&g , lotfqu'on les fappofe tous deux 
de mêmes fignes, 
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Mais il n’en fera pas de même, fi on 
donne à p & q des fignes différens ; car 
alors les termes alternatifs de l'équation 
propofée changeront de figne, ce qui en 
fera changer aufli aux racines «, 8, y, 6e. 
PAT ; tyi , Ge. de forte que 
celles des quantités «, 8, y, &c. p, my Gcs 
qui étoient négatives, & par conféquent 
inutiles dans le premier cas, deviendront 
pofitives dans celui-ci, & devront être em- 
ployées à la place des autres. 
De-là je conclus en général que lorfqu’on 
recherche le minimum de la formule pro- 


pofée fans autre reftriétion, finon que p 


& q foient des nombres entiers , il faut 
prendre fucceffivement pour a toutes les 
racines réelles #, 8; y, 6c. & toutes les 
parties réelles m» m, &c, des racines ima- 
ginaires de l'équation 

AL BmrRCume Re, Ge. LV, 
en faifant abitraétion des fignes de ces 
quantités; mais enfuite il faudra donner à 
P & q les mêmes fignes, ou des fignes dif- 
férens, fuivant que la quantité qu’on aura 

Gg iij 
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prifé pour æ, auta eu originairement le 

figne pofitif ou le figne négatif, 
REMARQUE Il. 


30. Lorfque parmi les racines réelles 4» 
B» ys Ge, il y en a de commenfurables, 
alors il eft clair que la quantité propofée 


deviendra nulle, en faifant 2 égal à une de 


ces racines ; de forte que dans ce cas il 
wy aura pas, à proprement parler, de mi- 
nimum ; dans tous les autres cas il fera im- 
poffible que la quantité dont il s’agit de- 
vienne zéro , tant que p & q feront des 
nombres entiers; or comme les coefliciens 
A,B, C, Gt. font aufi des nombres en- 
tiers, (Ayp.) cette quantité fera toujours 
égale à un nombre entier, & par confé- 
quent elle ne pourra jamais être moindre 
que l'unité. 

Donc fi on avoit à réfoudre en nombres 
entiers l'équation 
Apr Bp gepaar 4 Ge + Pont, 
il faudroit chercher les valeurs de p & q 
par la méthode du probleme précédent, 
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excepté dans les cas où l'équation 
ABC, u +P=0, 
auroit dés racines ou des divifeurs quelcon- 
ques commenfurables ; car alors il eft vi- 
fible que la quantité 

Ap"+Bp"-q+ Gpr- ig +, Ec. 
pourroit fe décompofer en deux où plu- 
fieurs quantités femblables de degrés moin- 
dres; de forte qu'il faudroit que chacune 
de ces formules partielles fût égale à l'unité 
en particulier, ce qui donneroit pour le 
moins deux équations qui ferviroient à dé- 
terminer p & q- 

Nous avons déjà donné ailleurs, (Mé 
moires de l'Académie de Berlin pour l’année 
2768), une folution de ce dernier pro- 
bleme; mais celle que nous venons d'in- 
diquer eft beaucoup plus fimple &e plus di- 
reéte, quoique toutes les deux dépendent 
de la même théorie des fraétions continues. 


ADDITIONS: 
PR O'B LE ME II 


31. On demande les valeurs de p & de q> 

qui rendront la quantité 
Ap°+Bpq+Cq 

la plus petite qu’il efl poflible, dans Phy- 
pothefe qu'on n’admette pour p & q que des 
nombres entiers. 

Ce probleme neft, comme l’on voit, 
qu'un cas particulier du précédent; mais 


nous avons cru devoir le traiter en parti- 
culier , parce qu'il eft fufceptible d’une fo- 
lution très-fimple & très-élégante, & que 


d’ailleurs nous aurons dans la fuite occafion 
d’en faire ufage dans la réfolution des équa- 
tions du fecond degré à deux inconnues, 
en nombres entiers, 

Suivant la méthode générale il faudra 
donc commenter par chercher les racines 
de l'équation 

A+ Br4C—o, 


lefquelles font, comme l’on fait, 
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Or, 1°. fi B*— 4AC eft égal à un nom- 
bre carré, les deux racines feront commen- 
furables, & il ny aura point de minimum 
proprement dit, parce que la quantité 4p° 
+ Bpq+- Cr pourra devenir nulle. 

2°. Si B—4AC weft pas carré, alors 
les deux racines feront irrationnt 
imaginaires, fuivant que 2°—4 
> ou <o, ce qui fait deux cas qu'il faut 
confidérer féparément ; nous commence- 
rons par le dernier, qui eft le plus facile 
à réfoudre. 


Premier Cas lorfque B°— 4AC <o. 


32. Les deux racines étant dans ce cas 
imaginaires, on aura 2 pour la partie toute 
réelle de ces racines, laquelle ‘devra par 
conféquent être prife pour a. Ainfi il n'y 
aura qu'à réduire la fraétion 2, (en faifant 
abftra&tion du figne qu’elle peut avoir), 
en fraétion continue par la méthode de 
l'art. 4, & en déduire enfuite la férie des 
fractions convergentes, (art. 10), laquelle 
fera néceflairement terminée; cela fait, 
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on effayera fucceffivement pour p les nu- 
mérateurs de ces fraétions, & pour g les 
dénominateurs correfpondans , en ayant 


foin de donner à p & q les mêmes fignes 


ou des fignes différens , fuivant que Z fera 
un nombre pofitif ou négatif. On trouver 
de cette maniere les valeurs de p & q, qu 
peuvent rendre la formule propofée un 
moindre. 

EXEMPLE. 


Soit propofée , par exemple, la quantité 
49p°—238pq+-290q°. 

On aura donc ici A—49, B—— 238, 
C—290; donc B°—4A4C——196, & 2 
=y 
tion de la maniere enfeignée dans Part. 4, 
on trouvera les quotiens 2, 2, 3, à l’aide 
defquels on formera ces fraétions, (voyez 
Part. 20), 


. Opérant donc fur cette frac- 


De forte que les nombres à effayer feront 
1,2 $»17 pourp, & Osx, 2,7 pourg; 
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or défignant par P la quantité propofée, 
on trouvera 

P 

1 
2 


5 
17 7 49 5 
d’où l’on voit que la plus petite valeur de P 
eft ; , laquelle réfulte de ces fuppoñrions 
p=s & g=—2; ainfi on peut conclure en 
général que la formule propofée ne pourra 
jamais devenir plus petite que $ , tant que 
p & q feront des nombres entiers; de forte 
que le minimum aura lieu, lorfque p=5 


& g—2. 
Second Cas lorfque B°—44C> 0. 


33. Comme dans le cas préfent l’équa- 
tion A#—ÆEBxÆC=o a deux racines 
réelles irrationnelles , il faudra les réduire 
Pune & l’autre en fraftions continues. Cette 
opération peut fe faire avec la plus grande 
facilité par une méthode particuliere que 
nous avons expolée ailleurs, & que nous 


476 ADDITIONS 


croyons devoir rapeler ici, d'autant qu'elle 
fe déduit naturellement des formules de 
l'article 25 , & qu’elle renferme d’ailleurs 
tous les principes néceffaires pour la folu- 
tion complette & générale du probleme 
propofé. 

Dénotons donc par a la racine qu'on 4 
deffein de convertir en fraétion continue, 
& que nous fuppoferons toujours pofitive , 
& foit en même temps $ l’autre racine, on 
aura, comme lon fait, ah, & 


ab ; d'où a—ÿ "(A 440), 


ou bien en faifant, pour abréger , 
B'—y}AC=E, 
a—b=F , où le radical VE peut être 
pofitif ou négatif; il fera pofitif, lorfque 
la racine a fera la plus grande des deux, 
& négatif, lorfque cette racine fera la plus 
petite; donc 
_.—B+VE þin _=B-VE 


a= s de 


2A 2A 
Maintenant, fi on conferve les mêmes 
dénominations de l’art, 25, il n’y aura qu'à 
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fubftituer à la place de a la valeur précé- 
dente , & la difficulté ne confiftera qu'à 
Pouvoir déterminer facilement les valeurs 
€ntieres approchées m's m's m", &e. 

Pour faciliter ces déterminations , je 
multiplie le haut & le bas ga fraétions 

— gag —p! sd 
EE SR EE temet 
peétivement par eR EPOS AG bg"), 
A(bg"—p"), &c. & comme on a 
A(p— ag) (pb) = A 
A(ag'—p") gp} Ap—A(a+-8) pq 
-Aap Ar Ber Cp, 
A(p'—a9") Cp —bg") =Ap —A(a+-5) 

P"'q' —Aabq =Ap+Bp"q “Cr, &c. 
A(p°—ag°)(bg —py=-nA -BV E, 
Ag —p} bg") = App" Aap" g 
+48 p! g' AGE g=—A pp" —Cg'g" 
=i (PTE AP) HVE (pq gp), 
A(p'—ag") C3 RE APP Aapp" 
AG g''—Aabg"q"": 


PER AE CA 
a B(prqegp eiycy TP") 
& ainfi de fuite, je fais, pour abréger; 
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PA 
P'=aAp + 2p'q' + cg 
PAIE" + Bp"g"+ Co 
PU Ap -H B pg" F, Ec. 
Q° =s 1B 
Q: = An 


1 
FEB 


Q— App HE by" gp") pq" 
QE Apps Ep" 9" kg EC g 
CCs 


J'aurai, à caufe de PI EPE 
gp, Pa" — qp" =i , Ce, les 
formules fuivantes , 


LA 
Or fi dans l’expreffion de Q" on met 
pour p“ & g'' leurs valeurs BPFE, 
elle deviendra w'P'-HỌ'; de même fi on 
fübititue dans l’expreflion de @" pour p™* 
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& g" leurs valeurs upp, & gg", 
elle fe changéra en “P"O, & ainfi 
du refte; de forte que lon aura 
Qu HO 
Qu Pr HO 
Qu" Pr O" 
Qu PQ, Ge 
Pareillement fi on fubftitüe dans Pex- 
preffion de Ples valeurs dep & g", elle 
deviendra w P'am A ; & f on fub£. 
titue les valeurs de p™! & 9" dans l’expref 
fion de P", elle deviendra BP sp 
Q'+P', & ainfi de fuite; de forte que 
l'on aura 
P'=p P HauQ LC 
P= P Han Q peP 
Pec pe oQ LP: 
P'=y ps Haut QuE Pr, Ge. 
Aïnfi on pourra, à l’aide de ces formu- 
les, continuer auffi loin qu'on voudra les 
fites des nombres m, s', w, Q°, Q', os 
&Pe, P', P', Ge. qui dépendent, com- 
me lon voit, mutuellement les uns des 
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autres, fans qu'il foit néceflaire de calculet 
me temps les nombres p°, PP; cs 
& 9° 19h egien GC 
On peut encore trouver les valeurs de 
P', P“, P", Gc. par des formules plus 
fimples que les précédentes, en Hamarquent 


que lon a Q- TAE AFi BY — À 
(A+ B+C)=;B"-AC, QPP" 


=w P FOF É PEPE ai Q+4) 
=Q'— AP", & ainf de fuite; ceft-à- 


Les nombres m, m, ul, 6e, étant donc 
trouves 
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fouvés ainfi, on aura, (art.26);, la frac- 


tion continue 
Li 
e x + I 
ppr Ee 

& pour-tronver le minimum de la formule 
Apt+Bpq-Co yil ay đura qu'a. Calculer 
les BORD PPIP n pl Ge ds 
Psrg Ge Gattis J & sectes 
fuite à la place dep & g:;.mais on peut 


, 


Le Ja 


encore {e difpenfer de:cette opération, en 
pP" 
Cc. ne font autre chofe que les-valeurs de 


femarquant que les quantités 2°, Pt, 


s’agit;tlorfqu'on y fait 

g, 

à > g” Gc Ain ibn’y aura-qu'à voir.quel 
{le plus penis terme de la fuite Pe, P', 


la formule dont il 
fucceflivementp=p", p, pl 6, & q 


Du > Ge. qu'on aura calculée en mêmé 
lemps que la fuite, ms us Ge. & ce fera 
€ minimum cherché ; on trouvera enfuite 
les valeurs corre fpondantes de P q par 
les formules citées. 

34. Maintenant-je dis qu'en continuant 
la frie P°, Pi, Pr, Ge 
firement parvenir à dak termes confécus 

Tome 11, Hh 


on doit: nécef- 
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tifs de fignes différens, & qu'alors tous les 
termes fuivans feront aufi deux à deux de 
différens fignes. Car on a, (artprécéd. ) > 
PEA pay by, P'=A Cp'—ag) 
(p°—bq'}, Ec. or de ce qu'on a démontré 
dans le probleme IL, il s'enfuit que les quan- 
tités p°—ag°, p'—ag' , p'— ag" y Ge. doi- 
vent être de fignes alternatifs, & aller tou 
jouts en diminuant; donc, 1°. fi  eft une 
quantité négative, les quantités p°—29°; 
p'—bg", 6. feront toutes pofitives ; paf 
conféquentles nombres P°, P', P" feront 
tous de fignes alternatifs; 2°, fi 2 eft pee 
quantité pofitive , comme les quantités 
p'—ag', p'—ag", &c. & à plus forte 

P 


a P y, 
raifon les quantités ne TE for 


m 


ment une fuite décroiffante à l'infini, of 
arrivera néceffairement à une de ces der” 


: en : Cora 
nieres quantités, comme AE qui fera 


<a—b, (abftraétion faite du figne); & 


iy M 


n P 
alors toutes les fuivantes, Era» F 103 
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le férontaufi ;:de forté que toutés les quan» 


tités ADLE to, ab 4e —a be. 
7 g: 


feront néceflairement de:même figne que 


la quantité. 4; parconféquent les quan: 


ur 


free 2%" meg Gc. & celles-ci, p" 


q 

mipi p bg" Cera l'infini, feront 
toutes de.même figne ; donc-les-nombres 
Pur, Pi, Gc feront: touside fignes alter- 
natifs. 

Suppofons donc en général que lon foit 
Parvenu.à des rermes:de fignes alternatifs 
dans la-férie Pep P, PU y Go & que.P1 
foit le premier de cestermes;;en forte que 
tous ales .rermes PA. Pr, Pas Ge, à 
l'infini, foient alternativement pofitifs &c 
négatifs je dis qu'aucun de ces termes ne 
pourra être-plus grand que Æ, Car.fi, par 
exemple, 23 PI, P, Ec. font tous de 
fignes alternatifs , il eft clair que les pro- 
duits,deux à deux, PP, PP, Ec 
feront, néceflairement. tous négatifs 3: mais 
na, (ärticlé précéd.) Q PHPF, 

Hh ij 
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= PNY PNG donc: Tes nombres 
pofitifs, = PY PK, P Pr; feront tous 
moindres que #, óual moins pas plus grands 
que £5 défortéique } comme les notibres 
Pa PAS put Gen font: d'ailleurs: tous-en 
tiers par leur nature’, les nômbres-2"1, Py, 
Ge. & en général les nombres Pajp, 
Ec:(abftritétion faite de‘leurs fignes), ne 
pourrônt jamais furpafler Le nombre Z. 


Il's’enfuit aufr-de: laqué les-termes Q7, 


Q"';-Ec; & en général Qr, QE ne 
pobrront jamais être plus prandsque VE. 


Dot il eft fatile2de conclureïque lés 
deuxiféries: Pr Pra, Pari, Goo ee Que, 
Qoa Oe quoqae pounées a l'infini, ne 
pourront être compofées: qhé d’un certain 
nombre de térmes diflérens , ces termes ne 
poüvantêtre pour premiere due léénom: 
Pres naturels jufu X A pris pofiüvement 
où négativement, & pour la feconde', Tes 
nombres naturels jufqu'à VE avec les frac- 
tions intermédiaires t, #45, Creliprisaufl 
pofitivément ou négativement: car il eft 
vilible par les formules de Fariicle précé- 
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tent :querles nombres Qrp Q aQ Etc. 
feront toujoursentiers,elorfque-Bfera pair; 
mais qu'ils contiendront chacun lā fraétion 
$, lorfque 2 fera impair: 

Donc; en continuant les deux féries P3} 
Pu, PA, Gt 8 O OG Ecrit are 
rivera néceflairement que deux termes or: 
refpondans , comme Pe & Q7} reviens 
dront après un certain intervalle deter- 
mes, dont le nombre-pourra toujours être 
fuppofé pair; car ; comme il faut que les 
mêmes termes Pr &-Q reviennent en 
même temps üne infinité de: fois, à caufe 
que le nombre des termes diflérens dans 
lune & dans l’autre férie eft limité, & par 
conféquent aufli le nombre de leurs com- 
binaïfons différentes, il eft-clair que fi ces 
deux termes: revenoient toujours après un 
intervalle d’un nombre impair de termes, 
il n'y auroit qu'à confidérer leurs retours 
alternativement, & alors les intervallés 
feroient rous compofés: d'un nombre: pair 
de termes, 

Hh ij 


oz 
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On aura donci, en dénotantipar: 2p, le 

nombre des termes, intermédiaires 
Prat = Pr z THp 

; a e QE j 
& alors tous les termes 27 , Peri, Pria @e, 
Q, QOF BUT ur] y ta, Ot. 
reviendront aufli au bout de chaque inter- 
valle de-2p termes. Caril eft facile de voir 
par les formules données dans Particle pré» 
cédent pour la détermination des nombres 
HS Mis ds Ge Qi, QU, OE ERPS 
P, P“, Gc.-que dès qu'on aura Pr 
Pr, & QrQ; on aura aufi ur+* 
=v" , enfüite Qrar QE Re Pratt 
= ru, rap . infi 

Ps 5 donc aufi uztat ur, & ainfi 
de füite. 


Donc, fin eft un nombre quelconque 
égal ou plus grand que =, & que m dé 
note un nombre quelconque entier pofitif, 
on aura en général 
Prem — fn 3 Qrm Q13 pitam ils 
de forte qu'en connoiffant les 7429 pre” 
miers termes de chacune de cestrois fuites, 
on connoîtra aufi tous les fuivans, qui në 
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feront autre chofe que les 2# derniers ter- 
mes répétés à l'infini dans le même ordre. 

De tout cela il s'enfuit que pour trouver 
la plus petite valeur de P=4p’+8pq+ C9, 
il fuflit de poufler les féries P°, P:, P“, 
Ge. & Q°, Q', Q“, Ec. jufqu'à ce que 
deux termes correfpondans, comme P7 &c 
Q” reparoiffent enfemble après un nombre 
pair de termes intermédiaires, en forte que 
l'onait Pr Pr, SON Osalt 
le plus petit terme de la férie P°, P', P“, 
Ec. P+» fera le minimum cherché. 


CO ROLEATRE E 


35. Si le plus petit terme de la férie P°, 
P', PU, &c. P7 ne fe trouve pas avant 
le terme Pr, alors ce terme reparoîtra une 
infinité de fois dans la même fuire prolon- 
gée à linfini; ainfi il y aura alors une infi- 
nité de valeurs de p & de g qui répondront 
au minimum, & qu'on pourra trouver tou- 
tes par les formules de l’art. 25, en con- 
tinuant la férie des nombres #', m's m> Ge, 
au-delà du terme #*#** par la répétition des 

Hh iv 
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mêmes termes a*t, art, Ger comme of 
la-dit plus haut. 

Onpeit aufli dans ce cas avoir des for- 
mules générales qui repréfentent toutes les 
valeurs de p & de g dont il s'agit; mais lé 
détail de la méthode qu'il faur employer 
Pour y'parvenir , nous meneroit trop loin 
quant à préfent, nous nous contenterons 
de-renvoyer pour cet objet aux Mémoires 
de Berlin déjà cités, an, 2768, pag: 123 
É Juiv, où l'on trouvera une théorie gé 
nérale-& nouvelle des fraétions continues 
périodiques. 


COROLLA R Eia, 


36. Nous avons démontré dans l’art, 34, 
qu'en continuant la férje P, P“, Pu ge. 
on doit trouver des termes confécutifs dé 
fignes différens. Suppofons donc, par ex: 
que P™ & P“ foient les deux premiers ter“ 
mes dé cette qualité, on aura néceffaire- 
ment les deux quantités P"—bg""8p" 
—bq" de mêmes fignes, à caufe que les 
quantités p" —ag™" & p—ag" font de leur 
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nature de différens fignes. Or en mettant 
dans les’ quantités p'—39", pq", Cc 
les valeurs de pt, pl, Ge. 9", g't, Ge. (art. 
25), on aura 
P bgu (pt bg") pq" 
P'—bgi=m(pibg) Hp bg" 60: 
D'où, à caufe que n™, w, Gc. font des 
nombres pofitifs,, il eft clair que toutes les 


PT A v, y vr AL P, Fe T PA 
quantités p — bgs pibg y Etes à linfini, 


feront de mêmes fignes que les-quantités 
p"—bg" & p'—bg"; par conféquent tous 
les termes. P, PH P*, 6c..à l'infini, 
auront alternativement les fignes plus & 
moins. 

Maintenant on aura par les équations 
précédentes 


feront toutes pofitives. 
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Donc, puifque les nombres 2", p, ps 

éc. Mae étre tous entiers pofitifs, (kyp. 

Lis 


“— bg 


la quantité À = devra être pofitive 


& >1, de même que les quantités??? 
ne 


pont 
= T » &c. donc les quantités 2 


Pp—b 
vi PEA » &c. feront pofitives & moindres 


que l’unité ; de forte que les nombres m, 
a", Gt. ne pourront être que les nombres 
entiers, qui font immédiatement moindres 


que les valeurs Serre 


v 


moindre que la ee de Pb , toutes 
PTT 


<1. Ainf 


t ur 


les fois qu’on aura 2 mer 


g“ 


on aura 
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lefigne:< placé après les nombres 4" 
w ci dénotant, comme plus haut, lés 
nombres entiers qui font immédiatement 
au-deflous des quantités qui fuivent ce 
même figne. 

Or il eft-facile de transformer, par des 
réduétions femblables à celles de Part. 33, 


les ile 


—iVy£ 
celles-ci, g Fe Q: ~ &c. de 


plus la condition de Ë 


réduire à celle-ci — 


laquelle , à caufe de eaa 
P TFA: 


furement lieu lorfqu'on aura —— 


Er; dang on aura 
g 
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En combinant ces formules avec celles 
de l'art. 33, qui renferment la loi des féries 
PE Pis Pc & Qu Qi Qi i Goion 
verra aifément que fi on fuppofe donnés 
deux termes correfpondans de ces deux 
féries, dont le numéro foit plus grand que 3 
on pourra remonter aux termes précédens 
juiqu'à P & Q", & même jufqu'aux rer 

p" 

P 


=ou <1 alieu; en forte que tous ces 


mes P" & Q", fi la condition de 


termes feront abfolument déterminés par 
ceux qu'on a fuppofé donnés. 

En efet connoiffant, par exemple, P“ 
& Q”, on connoîtra d’abord P~ par léqua- 
tion QPP = E ; enfuite ayant Q“ 
& P“, on trouvera la valeur de w, à aide 
de laquelle on trouvera enfüuire la valeur 
de Q" par l'équation Q= w Prj Q or 
l'équation Q— P“ P=} E donnera P"; 

— P" À 


& fi on fait davance que ~p doit être 


= Où < 1, On trouvera u”, après quoi 
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Onaura Q! par l'équation Q'=#"P"4Q", 


& enfuite P" par celle-ci; Qepe Ps 
i 


De-l il eft facile de titer cette conclu- 
fon: générale, que fi P* 8 Pri font les 
premiers termes dela férie Phaps, Pi, 
Ge. qui fe trouvent confécutivement de 
différens fignes , le terme: P\r18 les fnivans 
téviendront toujours après un certain nom- 
bre de termes intermédiaires, @ qu'il en 


= où <I 

Carimaginons, comme dans l'art. 34, 
Qué l'on ait trouvé Pru Pr, 8 Qr 
= 07, & fuppofons que 7 foit >r p eeft 
adire #—a+Y ; donc on pourratd'un côté 
temonter du terme Pr auterme Pow P~% 
dé l'autre, du terme Prt2haù terme 
Pitt ou Pra, &comme les termes d’où 
l'on part, de part & d'autre font égaux, 
tous les dérivés feront aufi refpeétivement 


Caux; de forte qu’on aura Puan DE NET 
L Pa 
Où même PIEP SORT: 


rer 
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Par-là on-pourra donc juger d’avance 
du, commencement des périodes dans la 
férie 2Por Pi Pa Pi Ge ipar confé- 
quent aufi: dansiles deuxautres féries, Q°; 
QS, QU O Ge, Seny msn", "g 6e. mais 
quant à la longueur dés-périodes, cela dé- 
pénd de lanature du nombre Æ ,\8 même 
usiquement de la valeur de ce nombres 
comme! je pourrois le démontrer, fi jene 
crsignois que ce détail ne me menât-trop 
loin. 

COR ON EAT NR Eelk 


37: Ce quonsvient-de démontrer dans 
le corol: préc. peur fervir encore à prouvef 


ce beau théoreme: Que-roure équation de 


la forme p — Kg =r, où K ef un-noms 
E ‘sq deux 


bre entier pofitf non carré, & p 
indéterminées,, efl toujours réfoluble en nom: 
bres entiers, 

Car, en comparant la formule p'=#q" 
avec la formule générale Ap tB pgr CF3 
on a A=r,; B=0, C— K; done E 

) 


—Bi—4A CE = VE 
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lart: 33). Donc P°—1, Q°—=0; donc u 
VX; Q'=x, & P'=wX; d'où 
Pon voit 1°. que P' eft négatif, & par 
conféquent de figne différent de P°; 2°, que 
— P' et = ou >r, parce que K & n 


font: des nombres entiers; de forte qu'on 
Do 


aura — p; = où <1 ; donc onaura, (art, 
prec.) amor X PA= Per. de forte 
qu’en continuant la férie P°, P', P“, &c. 
le terme P°=1 reviendra néceflairement 
après un certain intervalle de termes; par 
conféquent on pourra toujours trouver une 
infinité de valeurs de p & de g qui rendent 
la formule p —X g égale à l'unité. 

C ORTO LILAA IERE WI V, 

38: On peut aufi démontrer cet autre 
théoreme : Que fi l'équation p—Kq—+H 
efl réfoluble en nombres entiers , en fuppofant 
Kun nombre pofitif non-carré, G H un nom- 
bre pofitif & moindre que Y R , les nombres 
P 6 q doivent être tels que E foit une des frac- 
tions principales conyergentes vers la valeur 


de YK. 
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Suppofons que le figne fupérieur doive 
avoir. lieu, en forte que p—X pHs 
H , 


donc,.on auranp—qvV A; 804 


vx 
RIK: 

T vA +v. VA) ; 
deixnombresentierspofrifs,:"8c./, moim- 
dres. que p & 4, :& tels que p/—gr==13 
ce qui eft toujours poflible, commeron l'a 


j qu'on ch erche 


j 7 f 
démontré dans lart. 23, &Ton aura Re 
Ea A ; donc rétranchant cette sn de 


Ja précédente, il viendra” TNA 
à" H 


eOK) 


de forte qu’on aura 


H 
Mure CFV 
pnt TRES 
ref V RS C+VX) a): 


Or comme? >y K &H<y/K, ilek 
H 


clair que — era <>; donc p—7 


EVE 
VK fera L e donc — Ee JS graa 
T qE- FVK 
plus 
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plus forte raifon <+, puifque f <q; de 
forte que r—/y K fera une quantité nés 
gative, laquelle, prife pofitivement , {era 

4 k 

> > à caufe de r TESTS 

Ainfi on aura les deux aaite 
&r ZIVE. ou bien, en faifant a=VX, 
P— ag & r—a, léfuelles feront aflujetties 
aux mêmes conditions que nous avons fup- 
pofées dans l’art. 24, & d’où l’on tirera 
des conclufons femblables; donc &c. (art. 
26), fi l'on avoit p—Kyÿ—- AH, alors 
 faudroit chercher les nombres 7 & f, tels 
que p/—gr=— 1, & l’on auroit ces deux 
Equations 


Ep S a 


K— s 

SV. GWrT D) 7 

Comme TR & f<9; il elt clair que 
H 

HP res fera 13 de forte que la 


(V+ 2) 


Quantité He fera négative ; or je dis 
Tome II, li 
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ATEEN 6 * 
que cette quantité, prife pofitivement, 
j 
plus grande que q y Æ—p; pour ceta 
FA 
, i A 
faut démontrer que (a — 


H E Harg), 
IRL ou bien que 1> VK 


favoir VKH >H; mais HV, 
Chyp.) ; donc il fuflit de prouver. que A 
Lx, ou bien que P>IVE c'eft i 
qui eft évident, à caufe que la quantité 
[MKr étant négative , il faut que ” 


SIN & à plus forte raifon p> 


puifque p> r. 
i Ainf deux quantités, p—4yK % 
PEINE; feront de différens fignes , & 
la feconde fera plus grande que la pre” 
miere, (abftraétion faite des fignes), com” 
me dans le cas précédent; done, &c: 
Donc, lorfqu'on aura à réfoudre en nom” 
bres entiers une équation de la forme P 
—Kg=+A, où HEVK, il ny aurá 
qu'à fuivre les mêmes procédés de l'art, 33 
en faifant A1, Bo & C=; & 
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fi dans la férie P°, P:, P“, Pi Ge. Pate, 
on rencontre un terme =+, on aura 
la réfolution cherchée , finon on fera afluré 
que l’équation propofée n’admet abfolu- 
ment aucune folution en nombres entiers. 


REMARQUE. 


39: Nous n'avons confidéré dans l'art, 33 
qu’une des racines de l'équation A++ Bi 
“C0, que nous avons fuppofé pofitivez 
fi cette équation a fes deux racines poli- 
tives, il faudra les prendre fucceflivement 
pour a, & faire la même opération fur 
l'une que fur l’autre ; mais fi l’une des deux 
racines ou toutes deux étoient négatives, 
alorson les changeroit d’abord en poñtives, 
en changeant feulement le figne de B, & 
on opéreroit comme ci-deflus; mais enə 
fuite il faudroit prendre les valeurs de p & 
de 7 avèc des fignés différens, c’eft-à-dire 
lune pofitivement & l’autre négativement, 
(art. 29): 

Donc en général on donnera à la valeur 
de B le figne ambigu +, de même qu'à 
li jj 
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VE, c'eft-à-dire qu'on fera Q@°—7!?, 


PET 

& qu'on mettra + à la place de Y£, & 
il faudra prendre ces fignes , en forte que 
la racine 

FB+ E 

ne 

foit pofitive , ce qui pourra toujours fe faire 
de deux manieres différentes ; le figne fu- 
périeur de 2 indiquera une racine pofitive, 
auquel cas il faudra prendre p & gtous deux 
de mêmes fignes ; au-contraire le figne in- 
férieur de 8 indiquera une racine négative, 
auquel cas les valeurs de p & q devront être 
prifes de fignes diflérens. 


E X eumip:LE 
40. On demande quels nombres entiers il 
faudroit prendre pour P Ê q, afin que la 
quantité 
9P =r pg A3780 
devint la plus petite qu’il eft pofible. i 
Comparant. cette quantité avec la for- 
mule générale du probleme II, on aura 
A9, B=—r18, C=378; dont Z° 
r44C=3 16; d'où l'onvoit que ce cas 
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fe rapporte à celui de l’art. 33. On fera 
donc E=316 & iVE=V79, où Pon 
remarquera d’abord que Y 79>8 & <9; 
de forte que dans les formules dont il ne 
s'agira que d’avoir la valeur entiere appro- 
chée, on pourra prendre für le champ à 
la place du radical V79 le nombre 8 oug, 
fùivant que ce radical fe trouvera ajouté 
ou retranché des autres nombres de la 
même formule, 

Maintenant on donnera tant à 2 qu'à 

E le figne ambigu +1, & on prendra 
enfüite ces fignes tels que 


L Esot V79 

9 
foit une quantité pofitive , (art. 30) ; d’où 
Pon voit qu'il faut toujours prendre le figne 
fupérieur pour le nombre 59, & que pour 


a 


le radical V79 on peut prendre également 

le fupérieur & l'inférieur. Ainfi on fera tou- 

jours Q°—=—!P, & VE pourra être pris 
fucceflivement en plus & en moins. 

Soit donc 1°. iV E=V79 avec le figne 

Pofitif, on fera, (art, 33), le calcul fuivant: 
Ii iij 
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RRORRERS 
"A 


c6$— 


| 
NO 
k 

| 
a 

| 

+ 


d E—=r+r = 
= d “+t—=6{—L6— 


ET 


g: 


£ 
Ge 
Er 


— 6l- — 
= 8 =n 
A 
épi 


> a g—= 


een 

E 
D aa 
> 4 


> a 
or 
Eart or= 
Siri 
aa? Ad L= 
6 
GLAF6S > w 


ad 
TT ELA 
Ars $ 
TT 6LArg 
g- 
= 6LA=L- 


À 
2€ 
rs 
SI 
SE 
sZ 


ADDITIONS: 

Je m’arrête ici, parce que je vois que 
QSR & Pr'—P1, & que la diffé- 
rence entre les deux numéros 1 & 7 ekt 
paire ; d’où il s’enfuit que tous les termes 
füivans feront aufli les mêmes que les pré- 
cédens; ainf on aura Q"=4, Q""— 3, 
Qi, Ge Pur, Pro, Gc 
de forte qu’on pourra, fi l'on veut, con- 
tinuer les féries ci-deflus à l'infini, en ne 
faifant que répéter les mêmes termes. 


2% Prenons maintenant le radical V79 
avec un figne négatif, & le calcul fera com- 
me il fuit: 


DDITIONS: ADDITIONS. sos 


Ò 


A 

© Car en continuant les féries on ne retrou- 
R HN DE Veroit plus que les mêmes termes qu'on a 

déjà trouvés. 

Or fi on confidere les valeurs des termes 
P°, P:, Pi, P", &c. trouvées dans les 
deux cas, on verra que le plus petit de ces 
termes eft égal à —3 ; dans le premier cas 
C'eft le terme P" auquel répondent les va- 
leurs pr & g"; & dans le fecond cas, c’eft 
le terme P™ auquel répondent les valeurs 
p“ & g. 

D'où il s'enfuit que la plus petite valeur 
que puiffe recevoir la quantité propofée 
eft —3 ; & pour avoir les valeurs de p & q 
qui y répondent, on prendra dans le pre- 
mier cas les nombres w» n', p'', favoir 7, 
1 & 1, & l’on en formera les fraétions prin= 


$ is e 
= 73 latroifieme 


=> 


+9— 


pe 7-6 


29 99 29 
d 4—=$+z 
ad 


6 
GL=$T m: 


6L-6b ~ xX 
L= 


| 
SS 
Ë 
IN 


LAS 


cipales convergentes}, 


fraĉtion fera donc r , en forte,que l’on 
9 


mi 


aura p—1$ & g"—2; c'eft-à-dire que 
les valeurs cherchées feront p—1; & q 
2, Dans le fecond cas on prendra les 
nombres p» p's m's m", favoir $, 1, 1,3, 


On peut s'arrêter ici, puifque l'on a 
trouvé Q—=Q" & Pr— Pr, & que la 
différence des numéros 9 & 3 eft paire; 


506 ADDITIONS: 


lefquels donneront ces. fra@tions ipia 
3 de forte qu'on aura P°=39 eg 
donc p=39 & i 

Les valeurs qu’on vient de trouver pour 
P & q dans le cas du minimum, font auf 
les plus petites qu'il eft poffible ; mais on 
pourra, fi l'on veut, en trouver fucceffi- 
vement d'autres plus grandes ; car il eft 
Clair que le même terme —3 reviendra 
toujours au bout de chaque intervalle de 
fix termes; de forte que dans le premier 
cas on aura P"——3, Px— 3, pr 
=— 3, Ĉc. & dans le fecond, Pr, 
Pr, Prag Ge: Donc dans 
le premier cas on aura pour les valeurs fa- 
tisfaifantes de p & g celles-ci, als eu 
P9"p", 9, Gc. & dans le fecond cas 
celles-ci, p”, gy p°, g5, pu, piye. Or 
les valeurs de #, m's u's Ge, font dans le 
premier Cas 7,1, 1, $,3,2,1,1,1, 5» 
3225151, 1, 5, 3, Gc, à l'infini, parce 
que = & api, Ce, ainfi ln 
aura qu'à former par la méthode de l'art. 
20 les fraélions 
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Z, 1I, I} fs 3% 2, I, I, I, fẹ 
Z $ 15 83 264 Gu 875 1486 2361 1329r ! 
T9 19 29T? 35 9 81? 1167 197? 3132 1762 


&c. 
& on pourra prendre pour p les numéra- 
teurs de la troifieme , de la neuvieme, &c. 
& pour q les dénominateurs correfpondans ; 
on aura donc p=! $ , g= 2 , OU pP=2361 3 
q=313 ou, &c. 

Dans le fecond cas les valeurs de m's ps 
mn, oeront:s , 15 13 35195 als 19 25 
3» So lo I, I, 2, Gc. parce que Hu", 
mu", &c On formera donc ces frac- 


tions-ci, 


S> 1s Is 39 fs To I; lo 2, 33 
5 6 11 39 206 245 451 696 1843 6225 
12 19 29 79 379 449 819 1259 331.2 I8? 


$.. 


32963 
Frs Ga 


. & les fraétions quatrieme, dixieme, Gcs 
donneront les valeurs de p & g, lefquelles 
feront donc p=39 ; 9=7, Oup—622ÿ, 
g=1118, Ge. 

De cette maniere on pourra donc trou- 
ver par ordre toutes les valenrs de p:& g, 
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qui rendront la formule propofée =—3; 
valeur qui eft la plus petite qu'elle puiffe 
recevoir. On pourroit même avoir une 
formule générale qui renfermât toutes ces 
valeurs de P & deg; on la trouvera 5% 
l’on en eft curieux, par la méthode que nous 
avons expofée ailleurs , & dont nous avons 
parlé plus haut, (art, NDS 

Nous venons de trouver que le mini- 
mum de la quantité propofée eft —3, & 
par conféquent négatif ; or on pourroit pro- 
pofer de trouver la plus petite valeur po- 
fitive que la même quantité puiffe recevoir, 
alors il n’y auroit qu'à examiner les féries 
Pe; PP RE TESTS deux cas, 
& on verroit que le plus petit terme po- 
fitif eft 5 dans les deux cas; & comme 
dans le premier cas c’eft P'", & dans le 
fecond P" qui eft —5, les valeurs de p 
& de g, qui donneront la plus petite valeur 
poftive de la quantité propofée , feront 
P”, q, ou P, g, ou Ĝe. dans le premier 
cas, & p", 9", ou p™, g* &c. dansle fe- 
cond; de forte que Pon aura par les frac- 
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tions ci-deflus p—83, g=11, ou P=13291;, 
9=1762 c. où p=, g=2 , p—1843, 
9=331 6c. 

Au refte on ne doit pas oublier de reż 
marquer que les nombres m, m's x, Gi 
trouvés dans les deux cas ci-deflus, ne font 
autre chofe que lés termes desfraétions con- 
tinues , qui repréfentent les deux racines de 
l'équation 

9# —1 181-4378 =0. 

De forte que ces racines feront 


1I 
Ziz gi 
Higi 1 


expreffions qu'on pourra continuer à Pins 
fini par la fimple répétition des mêmes 
nombres, 

Ainfi on voit par-là comment on doit 
Sy prendre pour réduire en fraétions con- 
tinues les racines de toute équation du fe- 
Cond degré, 
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AP bir Tir ON, Ve Şir 


EA oigre ya i E ES 3 E ES 


41. M. Euler a donné dans le tome XI 
des rouveaux Commentaires de Pérerf- 
bourg une méthode analogue à la précé- 
dente, quoique déduite de principes un peu 
différens, pour réduire en fraétion continue 
la racine d’un nombre quelconque entier 
non-carré, & il y a joint une table où les 
fraétions continues font calculées pour tous 
les nombres naturels non-carrés jufqu'à 120. 
Comme cette table peut être utile en dif: 
férentes occafons, & fur-tout pour la fo- 
lution des problemes indéterminés du fe- 
cond degré, comme on le verra plus bas, 
($. VIL), nous croyons faire plaïfir à nos 
Lecteurs de la leur préfenter ici; on re- 
marquera qu'à chaque nombre radical il 
répond deux fuites de nombres entiers; la 
fupérieure eft celle des nombres P°, —P, 
P',—P'", Gc. & l'inférieure eft celle 
des nombres ps m's p's ml; Es 
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6 1 e. 
A 


nain] 


Falo | 
fanla] 
[= aflan] 


i 
sé 116$ 
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Ec. 


6 


Vata i 
Gt 
7 14 14 14 


Tome 11 


W47 
V557 


Geu 
10 Gte. 


1 Ec 
1 


| 16: &e 
§ 3 11 10 1° à Etc. 


1 Gc 


1 
$ $ 10 § 10 $ 10 6%. 


1343 
10 3 2 3 10 6. 
1$ 


as) 
10 2 10 


2 
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12 
12 
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AUD D LT A0 N 5 


$ 10 10 10 6e, 
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1127 e. 

1 18 11 Ge 
31095613 1 Écf 

1132 1186 


34117 


A 


CT 
Pa 
8998113 16 


4 
10.3 15 215 
LL TAIT 


3 ; CA ; 


1 1 
18 18 18 &c, 
1 16 3 11 
LS, 
17 21 
1 


2 


1 1 Éc, 


1 10 7 c 


1,16 1 x 6%. 
1 16 


1 
1 8 Ec, 


6 


NP ENT 


v69 833 


14 


1 


A D DIT 10 A S 
8 2 16 2 16 à Ge 


8416417 
18. 
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Aïnfi On aura, par exemple, 


& ainfi des autres. 
Etfi on forme les fraétions convergentes 


i u ni 


j AR a S N A &c. d’après chacune de 


gr q? q 
ces fraétions continues on aura 


(PY—2(g)=1, p—2g 


& de même, 
PY—3 (Yi, ps = 2, 


pP—3 gi r Ge. Go 
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PARAGRAPHE ITI 


Sur la réfolution des Equations du Premier 


deoréà deux inconnues en nombres entiers. 


Addition pour le Chapitre T, 


42: HR a à réfoudre, une équa- 
tion de cette forme 
ax—by=c, 

où a, b,c font des nombres entiers donnés 
pofitifs.ou négatifs „ & où les deux incon- 
nues x & y doivent être aufi des nombres 
entiers , il fuffit de connoître une feule fo- 
lution, pour pouvoir en déduire facilement 
toutes les autres folutions poflibles: 

En effet, fuppofons que l'on fache que 
ces valeurs, x—« & y=, fatisfont à 
l'équation propofée , a & 2 étant des nom- 
bres “entier quelconques, on aura donc 
au—be—c, & par conféquent ax—ġy 
=a be, ou bien.a(x—2)—3 (58) 
0; d'où l’on tire 
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Qu'on réduife la fraétion À à fes moin- 
dres termes , & fuppofant qu’elle fe change 


ET 
par-là en celle-ci, —, où 2'& a' feront 
a 


rerniers entr'eux , il eft vifible que l’équa- 
p , 


X—« i 


tion i ne fauroit fubffter, dans 
y—8 a' 

la fuppoñtion que x—>a & y—8 foient 
des nombres entiers, à moins que l’on ait 
x—a—mb, 8 ÿ—B—=mat, m étant 
un nombre quelconque entier ; de forte que 
Von aura en général x=124 mb, & y =k 
“ma, m étant ün nombre entier indé- 
términé. 

Comme on peut prendre m pofitif où 
négatif à volonté , il eft facile de voir qu'on 
pourra toujours déterminer ce nombre m, 
en forte que la valeur de x ne foit pas plus 


grande que s ou que- celle de y ne foit 


s a a i ite 
pas plus grande que da (abftraétion fai 


des fignes de ces quantités) ; d’oùils’enfuit 
que fi l'équation propofée, ax—by=c; 
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eft réfoluble en nombres entiers, & qu'on 
y'fubflitue fucceflivement à Ja place de x 
tous les nombres entiers tant poftifs que 
névatifs,; renfermés entre ces deux limites 


-, On en trouvera néceffairement 


un qui fatisfera à cette équation, & ontrou? 
vera de même une valeut fatisfaifante dè 
parmi les nombres entiers -pofitifs ou né- 


1 E ot wa 
gatifs, contenus entre les limites- & =, 
2 2 


Anh on pourra par ce moyen trouver 
une premiére folution de la propofée , après 
quoi on aura toutes les autres par les for- 
mules ci- déffüs. 

i43: Maisifi of ne veut pas employer la 
méthode dé tâtonnement que nous venons 
de propoler, & qui feroit fouvent très- lai 
borieufe , on pourra faire ufage de cellé 
qui-eft expolée dans-le cliap. r du traité 
précédent p &-qui efttrès-fimple & très-dis 
reéte ; ou bien on pourra s'y prendre dé 
ht mañiere! fuivante, 

On remarquera 1°, que fi lës nombres 

Kk iv 
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a &rb.ne font pas premiers entr'eux , l'équa- 
tionne pourra fubffter eñnombreséntiers; 
à moms-que le nombre donnée ne foit dis 
viñble par la ‘plus grande commune mes 
fure de a & b. De forte qu'en fuppofant 
la divifion faite lorfqu'elle a lieu, & dé- 
fignant les quotiens para, b", ci; onaura 
à réfoudre l'équation 

abs c'e 
où a' & b' feront premiers entreux. 


2°. Que fi l’on peut trouver des valeurs 
de p & de g qui farisfaffent à l'équation 
PT IE, 
on pourra réfoudre l'équation précédente; 
car ilet vifible qu’en multipliantceésvaleurs 
par +c', on aura des valeurs qui fatisferont 
à l'équation ax by"; c'eft--dire qu'on 
aura xtp" & y= tge 
Or léquation'a' ptb g+ r efttonjours 
réfoluble-en nombresentiers,-commikenous 
Pavons démontré dans l'art. 24 ; 8 pôur 
trouver les plus petites valeurs de:piêc de g 
qui y peuvent fatisfaire, il n’y-aura: qu'à 
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: gb ; 3 
convertir la fraétion — en fraétion continue 
a 


par la:méthode de l'art. 4, &-en déduire 
enfuite la férie des fraétions principales con- 


HAT TA 
vergentes vers la même fraétion — par les 


formules de l’art. ro; la derniere de ces 


TT b 
fra@ions {era la fra@lion même — , &fion 
a 


digne l'avant-derniere par =, on aura par 
lailoi de ces fraétions, (arts 12); atp—b'q 
1 , le figne fupérieur étant pour de cas 
où le quantieme de la fration eft pair, 
&l'inférieur pour celui où ce: quantieme 
eft pair. 
Ces valeurs de p & deig étant ainfi con- 
,-on-aura donc d’abord x=#4pcl.8e 


Jade, prenant enfuite: ces valeurs 


pour «8 B, on auraen général:(art:42)3 
i prees tb! z ys=tgë-p mna š 
exprefions qui renfermeront néceffaire- 
tent routes les folutions poflibles en nom- 
presentiers de l'équation propofée. 

Au refte , pour ne laïffer aucunembarras 
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dans la pratique de cette méthode , nous 
remarquerons que quoique les nombres a 
& b puiflent être pofitifs ou négatifs, on 
peut néanmoins les prendre toujours pofi- 
tivement, pourvu qu’on donne des fignes 
contraires à x, fi a eft négatif, &ày, fi 
b eft négatif. 


EX ECM P L'E 


44. Pour donner un exemple de la mé: 
thode précédente , nous prendrons celui 
de l'art. 14 du chap. 1 du traité précéd, 
oùil s’agit de réfoudre l'équation 39P=5$69 
Hit; changeant pen x & gen y, on aura 
donc 

39% — $6Y=1 Tr 
Ainfi on fera a—30, = & cr; 
Bt comme 56 & 39 font déjà premiers entre 
eux, On aura a = 3g, D 56, cr 
On réduira donc en fraétion continue la 


ts0p! 
fraétion z =% , & pour cela on fera, 
a 


(commeon l'a déjà pratiqué dans'Part. 20); 
le calcul fuivant, 
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o. 
Enfuite , à laide des quotiens 1, 2, 3, 
€c, on formera les fraétions 
PRE LE D. 
M a Dh Je 
19 29 79 169 399 
& la pénultieme fraétion # fera celle que 
nous avons défignée en général par £; de 
forte qu'on aura p==23, 9—16 ; & comme 
cette fraétion eft la quatrieme, & par con- 
féquent d'un quantieme pair, lil faudra 
prendre le figne fupérieur; ainfi l’on aura 
en général 
x= 23.11 6m, & Y—16.11+- 39m, 
in pouvant être un nombre queleonque en- 
tier pofitif ou négatif, 
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REMARQUE 


45. On doit la premiere folution de ce 
probleme à M. Bachet de Meziriac, qui 
l'a donnée dans la feconde édition de fes 
Récréarions mathématiques, intitulées Zro- 
blemes plaifans & déleđables , &c, La pre- 
miere édition de cet Ouvrage a paru en 
1612, mais la folution dont il s'agit, ny 
eft qu'annoncée, & ce weft que dans l'édi- 
tion de 1624 qu'on la trouve complette. 
La méthode de M. Bachet eft très-direfte 
& très-ingénieufe , & ne laïfle rien à dé- 
firer du côté de l'élégance & de la géné- 
ralité. 

Noussfaififfons avec plaifir cette occa- 
fion de rendre à ce favant Auteur la juftice 
qui lui.eft due fur ce fujet, parce que nous 
avonsremarqué que les Géometres qui ont 
traité le même probleme après lui, n'ont 
jamais fait aucune mention de fon travail. 

Voici en peu de mots à quoi fe réduit 
la méthodeide M. Bacher. Après avoir fait 
voir comment la {olution des équations de 
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la forme ax—4y=c, (a & b étant pre- 
miers entreux ), fe réduit à celle de ax 
—by=+#1, il s'attache à réfoudre certe 
derniere équation , & pour cela il preferit 
de faire entre les nombres a & $ la même 
opération que fi on vouloit chercher leur 
plus grand commun divifeur, (c’eft aufi 
la même que nous avons pratiquée ci-de- 
vant); enfuite nommant c, d, e, f, Ge. 
les reftes provenant des différentes divi- 
fions, & fuppofant, par exemple, que f 
foit le dernier refte qui fera néceflairement 
égal à l'unité, (à caufe que a & b font 
premiers entreux, 4yp.), il fait, lorfque 
le nombre des reftes eft pair, comme dans 
ce cas, 


ces derniers dti B & x feront les plus 
petites valeurs de x & y. 

Si le nombre des reftes étoit impair, 
comme fi gétoit le dernier refte =1 , alors 
il faudroit faire 

faris mEn =, Ge 


sd+r 
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Il eft facile de voir que cette méthodé 
revient au même dans le fond que celle du 
chapitre premier; mais elle en eft moins 
commode , parce qu'elle demande des dis 
vifions; au refte, les Géometres qui font 
curieux de ces matieres, verront avec 
plaifir dans l'Ouvrage de M, Bache: les 
artifices qu'il a employés pour parvenir à 
la regle précédente, & pour en déduire la 
folution complete des équations de la formé 
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me 


PARAGRAPHE IV. 


Méthode générale pour réfoudre en nombres 
entiers les Equations à deux inconnues 5 


dont l'une ne paffe pas le premier degré, 


Addition pour le Chapitre TIT. 


46. S OIT propofée, l'équation générale, 
dy def gy ha 
Hkr y Gc.—0o, dans laquelle les coef- 
ficiens a, b, c &c. foient des nombres en- 
tiers donnés, & où x & y foient deux nom- 
Bres indéterminés , qui doivent aufi être 
entiers. 

Tirant la valeur de y de cette équation, 
on aura 


at bxd fx hat, Ge. 
= ESA te Le 
ainf la queftion fera réduite À trouver un 
nombre entier qui , étant pris pour x, rende 
le numérateur de cette fraction divifible 
Par fon dénominateur, 


J= 
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Soit fuppofé 
P=a-hbx + dx fat Ge, 
g=c+ex tp ka, ci 
& qu'on retranche x de ces deux équations 
par les regles ordinaires de l’'Algebre, on 
aura une équation finale de cette forme, 
A+Bp+Cg+Dp+Epg+Fq+Gp+ G 
= 0 , 
où les coeficiens 4, B „C Gc. feront des 
fonétions rarionnelles & entières des not 

bresa, bic, Gc. 
Maintenant, puifque TE £, on autd 
aufi P=— gy ; de forte qu'en ful 
cette valeur de p, il viendra 
A—BY3+Cq ED y i = Epy 
+ &c, =o, 
où lon voit que tous les termés fönt mul- 
tipliés par g, à l'exception du premier trer- 
me À; donc il faudra quele nombre 4 
{oit divifible par le nombre q, autrement 
il feroit impoflible: que les nombres gy 
puffent être entiers à la fois. 
On cherchera donc tous les divifeurs du 
nombre entier connu .4,:&..on prendra 
fucceflivement 
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fucceflivement chacun de ces: divifeurs 
Pour g; On aura par chacune deces; fup- 
politions une équation déterminée Len Es 
dont ón cherchera ; parles méthodes con. 
nues, les racines rationnelles & entieres = 
sil y enia; on fubftituera enfuite: ces ra- 
cines à Ja place de:x, 8c où verra: filles 
valeurs réfultantes dep & de {erontrelles 
que À foit un nombre-entier. On fera sûr 
de trouver. par ce moyenttoures les valeurs 
éntieres. de x , qui peuvent donnet aufi 
des valeurs-entieres pour y'dans l'équation 
propofée: 

De-R on! voit que le nombre des folu- 
tions ensentiers de ces fortes d'équations 
eft toujours néceffairement limité ;maislil 
Y a un cas: qui doit être excepté; 18 qui 
échappe à la: méthode précédente. 

47. Ge ‘cas: eft celt où lés coefficietis 
e, g, k, Ec font nuls en forte que Fon 
ait fimplement 


Or voici comment tl- faudra. s 
Tome 11, 


prendre 


l 


y 
L 
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poir trouver routes les valeurs de x qui 
pourront rendre la quantité 
abx- dx fa hat, Ec, 

divifible par le nombre donné c : je fup- 
pofe d’abord qu'on ait trouvé un nombre 
entier z qui fatisfafle à cette condition , il 
eft facile de voir que tout nombre de la 
forme nc y fatisfera aifi, & étant un 
nombre quelconqueentier ; de plus fi z eft 
> 23 (abftraétion faite des fignes de n & 
deic); on pourra-toujours déterminer le 
nombre v & le figne qui le-précede, en 
forte que le nombre n+uc devienne < $; 
& il eft aifé.de voir que celaune fauroit 
fe faire que d’une feule maniere, les valeurs 
de 78 dec étant données ; donc fi on dé- 
figne parz‘ cette valeur de 2+4c; laquelle 
eft < $, & qui fatisfait à la condition dont 
il s’agit, on aura en général n=n'+uc, 
#, étant un nombre quelconque. 

D'où je conclus que fi on fubftitue fuc- 
ceflivement, dans la formule 4x2 
fr +, &c. à la place de x tous les nom: 
bres entiers pofitifs of négatifs qui ne pafferit 
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pas $, & qu'on dénote par »', Ts NS Ce 
ceux de ces nombres qui rendront la quan- 
tité ax dx + &c divifible parc, 
tous les autres nombres qui pourront faire 
le même effet , feront néceffairement ren- 
fermés dans ces formules 

nte'c, tain A ahu es Oc 
H's m'y w, Gc étant des nombres quel- 
conques entiers. 

On pourroit faire ici différentes remar- 
ques pour faciliter la recherche desnombres 
2',n",n'", Gc. maisnousne croyons pas 
devoir nous arrêter davantage fur ce fujet, 
d'autant que nous avons déjà eu occafion 
de le traiter dans un Mémoire imprimé 
Parmi ceux de l’Académie de Berlin pour 
l'année 1768, & qui a pour titre nouvelle 
Méthode pour réfoudre les Problemes indé. 
terminés, 

48. Je dirai cependant encore un mot 
de la maniere de déterminer deux nombres 
* & y, en forte que la fra&tion 


SA A 2 me DOTE 
LI ij 
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devienne un nombre entier ; c’eft une re- 
cherche qui nous féra fort utile dans la 
fuite. 

Je fuppofe que y & x doivent être pre- 
miers entreux, & que de plus y doive être 
premier à c, je dis qu’on pourra toujours 
faire x=ny—c7, n & 7 étant des nombres 
indéterminés ; car en regardant x, y &c 
comme des nombres donnés, on aura une 
équation qui fera toujours réfoluble en en- 
tiers par la méthode du $. IH, à caufe que 
y & c n'ont d'autre commune mefure que 
unité, par l'hypothefe. Or fi on fubftitue 
cette expreflion de x dans la quantité ay” 
Hby” x dynre xt Gc elle deviendra 

(a+-bnt-dr fn + 6c.)y 

— (+ 2dnds fr + Ec.)cy" y 

HEUHA ec) 

—, Ge 
& il eft clair que cette quantité ne fauroit 
être divifible par c, à moins que le premier 
terme 

(a+ bn+-dr + fnb Gey” 


ne le foit, puifque tous les autres termes 
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font des multiples de c. Donc, commec &y 
font fuppofés premiers entr'eux, il faudra 
que la quantité 

abntdr+fn+, c 
foit elle-même divifible par c ; ainf il n’y 
aura qu'à chercher par la méthode de Part. 
préc. toutes les valeurs de z qui pourtont 
fatisfaire à cette condition , & alors on aura 
en général 

CL nd i , 

z étant un nombre quelconque entier, 

Il eft bon d’obferver que quoique nous 
ayons fuppofé que les nombres x & y doi- 
vent être premiers entr'eux, ainfi que les 
nombres y & c, notre folution n’en eft ce- 
pendant pas moins générale; car fi on vou- 
loit que x & y euffent üne commune me- 
fure 4, il n’y auroit qu'à mettre «x' & ay“ 
à la place de x & y, & on regarderoit en- 
fuite x' & y' comme premiers entr’eux ; de 
Même fi y' & c devoient avoir une com- 
mune mefure 8, on pourroit mettre By"à 
la place de yt, &il feroit permis de regarder 
J" & c comme premiers entr’eux. 

LI üj 
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PARAGRAPHE V. 


Méthode diređe & générale pour trouver les 
valeurs de x, Qui peuvent rendre ration- 
nelles les quantités de la forme 

y (a+bx+cx), 
& pour réfoudre en nombres rationnels les 
équations indérerminées du fecond degré 
à deux inconnues , lorfqw elles admettent 
des folutions de cette efpece, 


Addition pour le Chapitre IF. 


49: Je fuppofe d’abord que les nombres 
connus a, $, c foient entiers ; s'ils étoient 
fraftionnaires , il n’y auroit qu'à les réduire 
àun même dénominateur carré, & alors 
il eft clair qu’on pourroit toujours faire abf- 
traétion de leur dénominateur; quant au 
nombre x, on fuppofera ici qu’il puiffe être 
entier ou fraétionnaire , & on verra par la 
fuite comment il faudra réfoudre la quef 
tion, lorfqu'on ne veut admettre que des 
nombres entiers, 


ADDITIONS. 


Soit donc 
y (abser) =y, 
& l’on en tirera 
zcx-+b=y (4cy Hb —4ac); 
de forte que la difficulté fera réduite à ren- 
dre rationnelle la quantité 
V(4cy tH i —4ac). 
ġo. Suppofons donc en général qu'on ait 
à rendre rationnelle la quantité /(4y4B), 
c'eft-à-dire, à rendre 4y°+2 égal à un 
carré, À & B étant des nombres entiers 
donnés pofitifs ou négatifs, & y un nombre 
indéterminé qui doit être rationnel. 
Il et d’abord clair que fi Pun des nom- 


bres 4 ou B étoit —1 , ou égal à un carré 
quelconque , le probleme feroit réfoluble 
par les méthodes connues de Diophante, 
qui font détaillées dans le chap. IV ; ain 
nous ferons ici abitraétion de ces cas, ou 
plutôt nous tâcherons d'y ramener tous les 
autres. 

De plus, fi les nombres 4 & B. étoient 
divifibles par des nombres carrés quelcon- 
ques, on pourroit aufli faire abftraétion de 

LI iv 
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ces divifeurs, c'eft-à.dire , les fupprimer ; 
en ne prenant pour 4 & B que les quotiens 
qu’on auroit après avoir divifé les valeurs 
données par les plus grands carrés poffibles ; 
en effet, fuppofant A= A", & BESE 
on aura à rendre carré le nombre 4'e y* 
8'e; donc divifant par &, & faifant 


l 
2 
2 

y 


=y", il s'agira de déterminer linconnue 
'; en forte que A'y +8: foit un carré, 
D'où il s'enfuit que dès qu’on aura trouvé 
une valeur de y propre à rendre 4y*42 
égal à un catré, en rejétant dans les valeurs 
données de 4 & de Z les fa@teurs carrés 
e & e qu'elles pourroient renfermer, iln’y 
aura qu'à multiplier la valeur trouvée de y 


par£, pour avoir celle qui convient à la 
quantité propofée. 

s1. Confidérons donc la formule Ay° 
kB, danslaquelle 4 & B foient des nom- 
bres entiers donnés qui ne foient divifbles 
par aucun carré; &comme on fuppofeque 
y puiffe être une fraétion,, faifonsiy =}; 
p & q étant des nombresentiers & premiers 
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entreux ; pour que la fraéion foit réduite 
à fes moindres termes; on “aura donc la 


4 AP B awi devra étre té 
quantité — -FE quiidevra étre un carré; 
g 


donc 4p--B g devra en être un aufi; de 
forte qu'on aura à réfoudre l'équation 4 p? 
bg =r, enfuppofant ps g 8 z des 
nombres enti 

Or je dis qu'il faudra queg foit premier 
à À, & que ple foit à B; car fi q & A 
avoient un commun divifeur , il ef clair 
que le terme Bg’ feroit divifible par le carré 
de ce divifeur ; & que le terme 4p ne 
feroit divifble'que par la premiere puil- 
fance du même d ur, à caule que g &p 
font premiers entr'eux, & que À eft fup- 
pofé ne contenir aucun faéteur carré; donc 
le nombre 4p°—- Bg ne feroit divifible 
qu'une feule fois par le divifeur commun 
de q & de 4, par conféquent il feroit im- 
poffiblé que ce nombre fùt un carré. On 
Prouvera de même que p & B ne fauroient 
avoir aucun divifeur commun. 
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Réfolution de l'équation Ap+Bq'=17 er 


nombres entiers, 


52. Suppofons À plus grand que 2, on 

écrira cette équation ainfi, 
Ap=t—B4, 

& on remarquera que comme les nombres 

P» q & z doivent être entiers , il faudra 

que 7—2 9" foit divifible par 4. 

Donc, puifque 4 & q font premiers en- 
treux, (art. préc. ), on fera, fuivant la 
méthode du §. IV, art. 48, ci-deffus, 

z=ng— Ag, 
n & q' étant deux nombres entiers indé- 
terminés; ce qui changera la formule 7° 
— By en celle-ci, 
(n—B)jÿ—-2n4qq FAT, 
dans laquelle il faudra que »°— 2 foit di- 
vifible par 4, en prenant pour z un nom- 
bre entier non ><. 

Of eflayera donc pour n tous les nom- 
bres entiers qui ne furpaffent pas f & fi 
on wen trouve aucun qui rende n’— 2 di- 
vifible par À, on en conclura fur le champ 
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que l'équation 4p'=7—P9 neft pas ré- 
foluble en nombres entiers; & qu'ainf la 
quantité 4y?-|-B ne fauroit jamais devenir 
un carré. 

Mais fi on trouve une ou plufieurs valeurs 
fatisfaifantes de z, on les mettra l’une après 
l’autre à la place de n, & on pourfuivra 
le calcul comme on va le voir. 


Je remarquerai feulement encore qu'il 

feroit inutile de donner aufi à z des valeurs 
A 

plus grandes que $; car nommant »', n", 


n'" Gc, les valeurs de z moindres que 
qui rendront n°—2 divifible par 4, to 

les autres valeurs de n qui pourront fair 
même effet feront renfermées dans ces for- 
mules, n't Ay n'te A yn te A4 E 
(article 47 du $. IV ); or fubflituant ces 
valeurs à la. place de 7 dans la formule 
(ni B)q —2n4qq" 424 ag , c’eft-à-dire 
Crg— 49 y —Bg, il eft clair qu'on aura 
les mêmes réfultats que fi on mettoit feu- 


lement nyny n°1 6e. à la place de n, 
& qu'on ajoutât à g' les quantités Fuig 
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FH"g, Fu"q 6c. de forte que, comme 
g' eft un nombre indéterminé , ces fubfti- 
tutions ne donneroient pas des formules dif: 
férentes de celles qu'on aura par la fimple 
fubititution des valeurs »', n, m, Gc. 

53. Puis donc que »°—2 doit être di- 
vifible par 4, foit 4' le quotient de cette 
divifion, en forte que Ad'=n—8 ; & 
l'équation Ap=g-Bg=(n-B)g -2n4qq 
+47, étant divifée par À, deviendra 
celle-ci, 

P=A'f—2ngg+Aÿ, 

où À! fera néceflairement moindre que À, 


à caufe que ARS & que Z<A, 


& n non > 


Or 1°. fi 4' eft un nombre carré, il eft 
clair que cette équation fera réfoluble par 
les méthodes connues, & l’on en aura la 
folution la plus fimple qu'il eft poffible, en 
faifant =o, g==1 & p=y A". 

2°. Si A“ neft pas égal à un carré, on 
verra fi ce nombre eft moindre que Z , ou 
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au moins sil eft divifible par un nombre 
quelconque carré, en forte que le quotient 
fit moindre que 2, abftraétion faite des 
fignes ; alors on multipliera toute l'équation 
par 4', & l’on aura, à caufe de 44'—»° 
=, 

A'pP=(Ag—ng)—8Bÿ; 

de forte qu'il faudra que 274 p" foit 
un carré ; donc divifant par p°& faïfant L 
=y" & A'—C, onaura à rendre carrée jia 
formule Bÿ+c, laquelle eft, comme l’on 
Voit, analogue à celle de l’art. 2. Aïnf, fi 
C contient un fafteur carré 7, on pourra 
le fupprimer , €n ayant attention de mul- 
tiplier enfuite par ylazvaleur. qu'on trou- 
Vera pour y', pour avoir fa véritable va- 
leur ; & l'on aura une formule qui fera dans 
le cas de celle de Part. ;1 , maisavec cette 
différence que les coefficiens Z & C de 
Celle-ci feront moindres que les coefficiens 
4 & B de celle-R. s 

54. Mais fi A' n'eft pas moindre que ?, 
fl ne peut le devenit en le divifant par le 
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plus grand carré qui le mefure, alors on 
fera g=vg" +9", & fubftituant cette va- 
leur dans l'équation, elle deviendra 


PA pin" Ay, 
Où 2'—=n—7v A", 

$ n—8B 
A Fan Ar = 


On déterminera, ce qui eft toujours pof- 


& A" 


fible , le nombre entier », en forté que ni 
f 4! , z 
ne foit pas > —, abftraétion faite des 
2 


fignes, & alors il eft clair que 4" deviendra 
n—B 


<A; X caufe de RS or & de B 


w A 
=ou KA abe n ou L. 


On fera donc ici le même raifonnement 
que nous ayons fait dans l'article précédent, 
& iA" elt carré, On aura la réfolution de 
l'équation; fi 4 neft pas carré, mais qu'il 
foit <2 ou qu'il le devienne , étant divifé 
par un carré, on multipliera l'équation par 


A" 8c onaura; en faifant R= &.A# 
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=C, la formule By C, qui devra être 
un carré, & dans laquelle les coefficiens 
B &C, (après avoir fupprimé dans C les 
divifeurs carrés, sl yena), feront moin- 
dres que ceux de la formule AY -+B de 
Part, sr. 

Mais fi ces cas n’ont pas lieu, on fera, 
comme ci-deflus, g="g#9"t, &e l'équa- 
tion fe changera en célle-ci, 


P=" an gg Ag, 
Ù a =ne 4", 
#—B 
AS 
On prendra donc pour »' un nombre en- 


& AnA an pA 


3 : A" 
tier, tel que.r'' ne foit pas ><, ab£ 
2 
tra@ion faite des lignes} & comme P ret 
Pas: >A, (hyp), il s'enfuit de l'équation 
D 
WI 
On pourra faire derechef les mêmes raifon- 
temens que ċi-dèffüs, & on en tirera des 
Conclufions femblables, 8 ainf de fuite. 


B 
Au que A! fera <A" paini 
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Maintenant, comme les nombres A 
A', A", A" Gco formentune fuite décroif 
fante denombres entiers, il.eft vible qu'en 
continuant cette fuite on parviendra né- 
cefairement à un terme moindre, quele 
nombre donné B; & alors nommant- cê 
terme C, on aura; comme nous l'avons vu 
ci-deflus, la formule 2 y?4-€ à -rendre 
égale à un catréDe forre que:parles opéi 
rations que nous venons d’expofer, on fera 
toujours afuré de pouvoir ramener la for- 
mule 4y°+-B à uné aûtre plus fimple, 
telle que By+ C, aumoins:fi'le probleme 
eft réfoluble. 


55. Or, de même qu'on a réduit la for- 


mule dy B dcelle-ci By yC on pourra 
réduire cette- derniere à;-cette autre ciy 


Cy+P, où; D. fera moindre jque € ,,8€ 
ainfi de fuite ; & comme les nombres À) 
PC; D Eciformentüne férie décroif: 
fante de nombres entiers, il.eft clair que 
“certe férie ne pourra pas aller à l'infini, & 
qu'ainf l'opération feraytoujours pasin 

remen 
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rement terminée. Si la queftion n'admet 
Point de folution en nombres rationnels , 
On parviendra à une condition impofble ; 
mais fi la queftion eft réfoluble, on arri- 
Vera toujours à une équation femblable à 
celle de l’art. ÿ3, & où l'un des coeficiens, 
comme 4", fera carré; en forte qu'elle fera 
fufceptible des méthodes connues; or cette 
équation étant réfolue, on pourra, en ré- 
trogradant, réfoudre fucceflivement toutes 
les équations précédentes, jufqu’à la pre- 
miere Ap°+Bq—7. 

Eclairciflons cette méthode par quelques 
exemples. 


EX Eu MP Ta I. 


56. Soit propofé de trouver une valeur 

Tationnelle de x , telle que la formule 
715213 x 

devienne un carré. (Voy. chap. IV. art, 7 
du traité précédent). 

On aura donc ici a=7, 15,13; 
donc 4413, & b—yac——139 ; de 
Orte quen nommant y la racine du çarré 
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on aura la formule 4.13% 
ainfi on 


dont il s’agit, 
—139 qui devra être un carré; 
aura A=—=4.13 & B——139, où l'on re- 
marquera d’abord que 4 eft divifble par 
le carré 4; de-forte qu'il faudra rejeter ce 
divifeur carré & fuppofer fimplement 4 
==13 ; mais on fe fouviendra enfuite de di- 
vifer par 2 la valeur qu'ontrouvera pour y, 
(ait. 50). 

On aura donc, en faifant y=}, l’équa- 
tion 13p*—1394—%, ou bien, à caufe 
que 139 et >13, on fera y=?, pouť 
avoir —139P H137 =z , équation qu'on 
écrira ainfi, 

Eo LE 130: 

On fera, (art. 52), ?=ng—139g', & 
il faudra prendre pour z un nombre entier 
non > +, c'eft-à-dire <70, tel que # 
—13 foit divifible par 139; je trouve # 
==41, ce qui donne 7—13 ==1668 =139 
.123 de forte qu’en faifant la fubftitution 
&. divifant enfuite par — 139, on aura 
Féquarion 


p= irg 2,41qq—139 de 
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Of, comme 12 net pas un carré, 
cette équation n'a pas encore les conditions 
requifés ; ainfi, puifque 1 2 eft déjà moindre 
que 13, on multipliera toute l'équation par 
12, -& elle deviendra —1 2P=(— 127 


Faig) 139 ; de forte qu'il faudra que 


139 —12p" foit un carré, 


faifant Ly, que 13912 ; en foit un 
aufi. $ 

On voit ici qu'il n’y auroit qu'à faire 
y=i ; mais comme ce weft que le hafard 
Qui nous donne cette valeur, nous allons 
pourfuivre le calcul felon notre méthode, 
jufqu'à ce que Pon arrive à une formule 
qui foit fufceptible des méthodes ordinaires: 
Comme 12 eft divifible pat 4, je rejete cé 
divifeur carré, en me fouvenant que je dois 
enfuite malpli? la valeur de y‘ par 23 
j'aurai donc à rendre carrée la oranilé 


ou bien, en 


13. ÿ —3, ou bien, en faifant = a (ot 

füppofe que r & ffont des nombres entiers 

Premiers entreux ; en forte que la fraction 
Mm jj 
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Z foit déjà réduite à fes moindres termes, 
comme la fraétion 1), celle-ci 13r— ae 
foit la racine zt, j'aurai 
igege fe 
& je ferai z'—m/—13/", m étant un 
nombre entier non > +, c'eft-à-d. <7, 
& tel que »°+-3 foit divifible par 13; or 
je trouve m—6 , ce qui donne m’-}H3=39 
=13.33 donc fübitituant la valeur de 7" 
& divifant toute l'équation par 13, on aura 
r= =ó 
Comme le coefficient 3 de /* weft ni carré 
ni moindre que celui de /* dans l'équation 
précédente, on fera, (art. 54), f=#f" 
f", & fubftituant Pon aura la transfor- 
mée 
ral 6-32 4 GE 2.604135 
on déterminera m, en forte que 6—3# ne 
foit pas > 2, & il.eft clair qu'il faudra 
färeu—3, ce qui donne 6—3#—0; & 
l'équation deviendra 
Pl 


laquelle eft, comme l'on voit, réduite à 
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Pétat demandé, puifque le coefficient dur 
carré de l’une des deux indéterminées du 
fecond membre eft auff carré, 

On fera donc’; pour avoir la folution la 
plus fimple qu'il ét pofible "=o; f'=1 
ir pidonc EE 246 de-là y'=} 

/ : 

7; mais nous avons yù, qu'il faut mul- 


tiplier la valeur de y" par ; ainfi on aura 
J'=1; donc, en rétrogradant roujours, 


r 


Pe i >; 
on anas 1; donc g'=p ; donc l’équa- 


tion —1 2p =(>1 29#419 ) —1 39 don- 
nera (—129 -441p =p ; donc 129 
yip=p, c'eft-à-dire 129=—=40p ; donc 


to 


3; mais comme il faut di- 


Eu } remit S 
E APATA 
Vifer la valeur de y par 2, on aura y? ; 
ce fera le côté de la racine de la formule 
Propolée ,7+15x+13x"5 ainfi faifant cette 
quantité = $, on trouvera par la réfolus 
cd Pres ns + ; 
ion de l'équation, 264415 = +7, d'où 


On auroit pu prendre aufi —129+4-41p 
Sp; & l'on auroit eu y, & 
Mm iij 
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La fant par 2, Yi 


He) 


; faifant donc 7+1 5x 


on- trouvera 26x14 
3 


ar ZAY 
+2; donc KT OÙ Er} 


Sion vouloit avoir d’autres valeurs dex, 
il n’y auroit qu’à chercher d’autres folutions 


de l'équation rasa 


réfoluble en général par les méthodes con- 


laquelle eft 


nues; mais on peut auf, dès qu'on connoît 
une feule valeur de:x; em déduire :immé« 
diatement toutes les autres valeuts fatisfai- 
fantes de x par la méthode expliquée dans 
le chap. IV du traité précédent. 


REMARQUE > 


57. Suppofons en général qüe la quan- 
tité a—-bx—cx° devienne égale àun carré 
gs lorfque x=f; en forte que lôn ait 
ab pef =e ; donc ag bf— cf"; 
de forte qu'en fubftituant cette valeur dans 
là formule propofée, elle deviendra 

PHEA Gf. 

Qu'on prenne g- m(x — fY pourta ra- 
cine de cette quantité, m étant-um noñ- 
hre indéterminé ,.&: l’on aura l'équation 
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(x —fy, c'eftà-dire en effaçant“, g 
de part & d'autre, &divifant enfuite par 
x—f, be (ef) ame tem (af) ; 
d’où l’on tire 
Page 
m —ce 

Et il eft clair qu'à caufe du nombre indé- 
terminé 72, cette expreflion de x doit ren- 
fermer toutes les valeurs qu’on peut donner 
à x, pour que la formule propofée devienne 
ün carré; car quel que foit lenombre carré 
auquel cette formule peut être égale , il eft 
vifible que la racine de ce nombre pourra 
toujours être repréfentée par g+m(x—f), 
ên donnant à m une valeur convenable, 
Ainfi quand on aura trouvé par la mé- 
thode expliquée ci-deffus une feule valeur 
fatisfaifante de +, il ny aura qu’à la prendre 
pour f, & la racine du carré qui en réfulrera 
pour g5 l'on aura, par‘ la formule précé- 
dente, toutes les autres valeurs pofliblés 
de x. 

Dans l'exemple précédent on a trouvé 


Mm iv 


552 ADDITIONS: 
y=; & ses ainfi on fera g= & 
f=—-i, & l'on aura 
19—10m—2m" 
La 7e te 
3m3) 
c'eft lexprefion générale des valeurs ra- 
tionnelles de x, qui peuvent rendre carrée 
la quantité 7415 x-H13 2. 


ExEMPLE IL 


2 


58. Soit encore propofé de trouver une 
valeur rationnelle de y, telle que 237 —5 
foit un carré, 

Comme 23 & $ ne font divifñbles par 
aucun nombre carré, il n’y aura aucune 
réduétion à y faire. Aïnfi en faifant y=E, 
il faudra que la formule 23p°— 59° de- 
vienne un- carré 7°; de forte qu'on aura 
l'équation 23 =z +5 9°. 

On fera donc 7=ng—23g",8cil faudra 
prendre pour zunnombreentiernon >34, 
tel. que n°- 5- foit.divifible- par 23: Je 
trouve n=, ce qui donne n°4-5=23.3; 
& cette valeur de x eft la.feule qui ait 
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les conditions requifes. Subftituant donc 
3g—23q' à la place de 7, & divifant toute 
Péquation par 23, j'aurai celle-ci, 

PT 2.849238, 
dans laquelle on voit que le coefficient 3 


eft déjà moindre que la valeur de B qui 
eft 5 , abftra&tiðn faite du figne. 

Ainfi on multipliera toute l'équation par 
3, & lon aura 3p°—(39—89) +59; 
de forte qu’en fafant =y, il faudra que 


la formule Ly +3 foit un carré, où 
les coefliciens $ & 3 n’admettent aucune 
réduétion. 

Soit donc y=}, (r & f font fuppofés 
premiers entr'eux, au lieu que g' & p peu- 
vent ne pas l'être), & Pon aura à rendre 
carrée la quantité —$r°3/*; de forte 
qu’en nommant la racine 7", on aura —57* 


or, & de-là mifer—3f°. 
On prendra-donc z= mf + sf, &il 
faudra que m foit un nombre entier nori 
>£, & tel que »°—3 foit divifible par 53 
or c'eft ce qui eft impoflible , «car onme 
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pourroit prendre que m=r où =21; cé 
qui donne #°—3=—2 où —1. Ainfi on 
en doit conclure que le probleme n’eft pas 
réfoluble , c’elt-à-dire qu'il eft impofhble 
que la formule 23Y—5$ puifle jamais de- 
venir égale à un nombre carré, quelque 
nombre que l’on fubftitue àda place de y. 


COROLLAILIRE 

59. Si on avoit une équation quelcon= 
que du fecond. degré à deux inconnues, 
telle que a+-bx+-cy+-dx+exy+fy—0, 
& que l’on proposât de trouver des valeurs 
rationnelles de x & y qui fatisfiffent à cette 
équation, on y pourroit parvenir, lorfque 
cela eft poffible , par la méthode que nous 
venons d’expofer. 

En effet, fi on tire la valeur de y en x, 
on aura 
2fy+ex+c— Vetex = 4fla+bx+di)), 
où bien en fäifant 
ae gaf; B==zce—4bf; = —4df, 
after Varie); 
de forte que la queftion fera réduite à trou- 
ver des valeurs de x qui rendent rationnel 


le radical- (apexi) 
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ee RE M-A-R-Q UV €. 

Go. Nous, avons déjà traité ce même 
füjet, maïs d’une manieré un peu différente, 
dans. les Mémoires de l’Académiedes Scien- 
ces de Berlin pour l'année 1767, & nous 
croyons être les premiers qui ayons donné 
unesméthode direéte & exempte:de tâton- 
nement! pour la folution des problemes in: 
détérminés du fecond degrés LE Leéteur 
qui: fera curieux d'approfondir cette ma- 
ticre»pourra confulter les Mémoires cités, 
oil trouvera fur-tout des remarqués nôu- 
Velles:&c importantes fur la recherché des 
nombres.entiers, qui, étant pris pour ns 
peuvent-rendre n 2 ,divifible-par-Æ ; 
A&B étant des-nombres. donnés. 

Onitrouvera aufli dans-les Mémoires pour 
les années-17701@fuivantes des rechér- 
ches furla forme des divifeurs des nombres 
repréfentés par #29! ; de forte que par 
la:forme même du nombre 4, on poutra 
lager fouvent de J'impoflibilité de Péqua- 
tion Ap°=7 Bo où Ay HB à un 
Carré, e(arts 5.2) 
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PARAGRAPHE VI 


Sur les doubles & triples Epgalités, 


61. Nos traiterons ici en peu dé’mots 
des doubles & triples égalités, qui fontid’ur 
ufage très-fréquent dans l'analyfe der Dioz 
phante, & pour la folution defquelles ce 
grand Géometre & fes Commentateurs ont 
cru devoir donner des regles particulierés: 

Lorfqu'on a une formule contenant une 
ou! plufieurs inconnues à égaler à une-pui£ 
fance parfaite , comme à un carré où un 
cube &c. cela ‘appelle dans Pånalyfe de 
Diophante une égalité fimple ; & lor(qu’on 
a deux formules contenant la même ouflés 
mêmes inconnues à égaler chacune à des 
puiffances parfaires, cela $’appellerine éga- 
lité double , & ainfi de füite: 

Jufqu'ici on a vu comment il faut ré 
foudre les égalirés fimples où l’inconnue ne 
paffe pas le fecond degré, & où la puif 
fance propofée eft la feconde, c’eft-à-dire 
le carré, 
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Voyons donc comment on doit traiter 
les égalités doubles & triples de la même 
efpece. 

62. Soit d'abord propofée cette égalité 
doublée, 

ax = à un carré 

c— dx = à un carré, 
où l’inconnue x ne fe trouve qu'au premier 
degré. : 

Faifant ax & cHdr=w, & 
chaffant x de ces deux équations , on aura 
ad—bc—df bu; donc d'=buțad—bc, 
& (di) —dbhuL(ad—bc)d; de forte 
que la difficulté fera réduite à trouver une 
Valeur rationnelle de x, telle que dbu ad 
—bcd devienne un carré. On réfoudra 
cette égalité fimple par la méthode expofée 


ci-deflus, & connoiffant aini u on aura 
u—c 


RE 


Si l'égalité doublée étoit 
ax bx = à un carré 
cx’ -dx =à un carré, 


: i , I . 
ìl n’y auroit qu'à faire = & multi- 
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plier enfuite l'une‘& Pautre formule ‘par 


le carré x°, On auroit ces deux autres éga- 


lités apbr= àun carré & dx — àun 
carré, qui font femblables aux précédentes, 

Ainfi on peut réfoudre en général toutes 
les égalités doubles où l’inconnue ne paffe 
pas le premier degré, & celles où l'incon- 
nue fe trouve dans tous les termes , pourvu 
qu'elle ne paffe pas le fecond degré; mais 
il wen eft pas de même lorfque l’on a des 
égalités de cette forme, 

abxhcx = à un carré 
aBxtyx= à un carré, 

Si on réfoud la premiere de ces épalités 
par notre méthode, & qu'on nomme fla 
valeur de x qui rend abxLcx — au 
carré g”, on aura en général, (art, $7), 

en) Tes PE EM 
mC; 
donc fubftituant cette expreffion de x dans 
Pautre formule «—8x—;x, & la mul- 
tipliant enfuite par (#°—c), on aura à 
réfoudre l'égalité, 


«(m —c) +A(m—c) ( fre 2emb--cf) 
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Ho ( fm —2gm tb cf) = à un carré, 
dans laquelle l'inconnue m monte au qua 
trieme degré, 

Or on na jufqu'à préfent aucune regle 
générale pour réfoudre ces fortes d'égalités, 
& tout ce qu’on peut faire, c’eft de trouver 
fucceflivement différentes folutions, lorf- 
qu'on en connoit une feule, (Voyez le cha- 
pitre IX). 

63. Si on avoit la triple égalité 

ax by 

cx—+ dy y =à un carré, 

Ax+ky 
on feroit axby—"#, cxdy=u, & 
hxLky=f", & chaffant x de ces trois 
équations, on auroit celle-ci, 
Cak—bh}u—(ck—dh)e = ad—cb)f ; 
de forte qu'en faifant# —7, la difficulté fe 
réduiroit à réfoudre l'égalité fimple, 
ak—bh , ck—dh 5 ; 
ah g g dun carré, 
laquelle eft, comme Pon voit, dans le cas 
de notre méthode générale, 
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Ayant trouvé la valeur de 7, on aura 
u=t7, & les deux premieres équations 
donneront 


Mais fi la triple égalité propofée ne con- 
tenoit qu'une feule variable , on retombe- 
roit alors dans une égalité où l’inconnue 
monteroit au quatrieme degré. 

En effet, il eft clair que ce cas peut fe 
déduire du précédent, en faifant y—1; 


de forte qu'il faudra que l’on ait A; 


=1, & par conféquent £ 
carré. 

Or nommant f une des valeurs de > qui 
peuvent fatisfaire à l'égalité ci-deflus, & 
faifant, pour abréger, ne, on aura 
en général, (art. 57), 

fr — 29m ef 
ER me x 

Donc, fubftituant cette valeur de z dans 
la derniere égalité, & la multipliant toute 
par le carré de me , on aura celle-ci, 


af 
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a(frter2em4ef} cmt e} 
ad—cb F; 
== dun carré, où l'inconnue m monte 


2 
comme l'on-voit, au quatrieme. degré, 


mm 
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Méthode direile © générale pour trouver tous 


Les les valeurs de ÿ'exprimées en nombres 
entiers, par le[quelles on peut'rendre raa 
tionnelles les quantités dela forme 
Vay), 

A & B érani des nombres entiers donnés g 
G. pouritrouver aufi toutes les, folutions 
poffibles en nombres entiers des Equations 
indéterminées du fecond degré à deux ins 


connues. 
Addition: pour le Chapitre. VI. 


64. Q VOIQUE parla méthode du §; V 
On puiffé: trouver des formules: générales 
Qui renferment toutes les valeurs rations 
nelles dey; propres à rendre 4y°4Pégal 

un carré, cependant ces formules ne-font 
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d'aicun ufage, lorfqu'on demande pour y 
des valeurs exprimées en nombres entiers; 
cen ponrquoi nous fommies obligés de 
donner ici une méthode particuliere pour 
réfoudre la-queftion-dans-le-cas desnom- 
bres_entiers. 

Soit donc 4y +B=x; & comme À 
&B font fuppofés dès nombres entiers, & 
que y doit être aufli un nombre entier , il eft 
clair que x devrasêtre pareillement entier ; 
de forte qu'on aura à réfoudre enrentiers 
Péquation 


Ab. 


Je commente par remarquer icique fi B 
ef divifiblé par aucun nombre carré, il 
fiudrà néceflairement que ‘y foit premier 
à B; car fuppofons, s'il eft poffible , que 
y & B dient une commune mefure «, en 


forte que 72547» & B =a Bis donc of 


aura x Aiya B, d'oh:il s'enfuit 
qu'il faudra'que w“ foit divifible par <; 8 
comme #n/eftnicarré nidivifble par aucun 
carré, (hype); à canfé quera: eft faéteu 
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de B ; il faudra que x foit divifible para; 
faifant donc =aux, on aura S a 
“eB', ou bien en divifant par e, He 
=a Ay 4B d’où l’on voit que B" de- 
vroit encore être divilible par «, ce qui eft 
contre l'hypothefe. 

Ce neft donc que lorfque Z contient des 
facteurs carrés que y peut avoir une com 
mune melure avec B ; & il eft facile de 
voir par la démonftration précédente que 
cette commune méfure de y & de 8 ne 
peut être que la racine d’un des fa&teurs 
carrés de 2, & que le nombre x devra 
avoir la même commune melure; en forte 
que toute l'équation fera divifible par le 
carré de ce commun divifeur de x, y & 2. 

De-là je conclus, 1°. que fi B neft di- 
vifible par aucun carré, y & B feront 
premiers entr'eux. 


2°, Que fi B eft divifible par un feul 
carré«?, y pourra être premier à B ou di- 
vifble par «, ce qui fait deux cas qu'il fau- 
dra examiner féparément ; dans le premier 
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cason réfoudra l'équation x —4y =, 
en{uppofant y & -premiers entreux; dans 
le fecond on aura-à réfoudre l'équation 
x—Ay =B", B' étant =, en fup- 
pofant aufi y & B' premiers entr'eux; mais 
il faudra enfuite multiplier par « les‘valeurs 
qu'on aura trouvées pour y & x, pour 
avoir les valeurs convenables à l'équation 
propolée. 

3°. Que f B eft divifible par deux dif- 
férens carrés, # & £', on aura trois cas 
à confidérer; dans le premier on réfoudra 
équation x=4y—#, en regardant y 
& B comme premiers: entr'eux ; dans le 
fecond on réfoudra de même l'équation 

> 
A8", B'étant — as dans Phy- 
pothefe de y & B' premiers entreux, & 
on multipliera enfùite les valeurs de, x & y 
par «; dans le troifieme on réfoudra l’équa- 
> 


- 3 Fe B 
tion x— Ay = PB", B'\ étant = fa dans 


lhypothefe de y & B'" premiers entr'eux, 
& on multipliera enfuite les valeurs de x 
& de y par A 
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4°. &c: Ainfi on aura autant d'équations 

différentes à réfoudre, qu'il y.aura de dif 

férens divifeurs carrés de B; mäisces 

équations feront toutes de la même forme 

#—Aÿ=2B, & y fera auf toujours 
premier à 2. 

65. Confidérons donc en général Péqua» 
tion + — Ay’ =B, où y ekt premierà ð s 
& commex & y doivent être des nombres 
entiers, il faudra que x AY" foit divi- 
fible par 2. 

On fera donc, füivañt la méthode dû 
$. IV, art. 48, x=—ny BP}, & l'on aura 
l'équation 

CA) any Per, 
par laquelle on voit que le terme (— Ay 
doit être divifble par B; puifque tous les 
autres le font d'eux-mêmes; donc, comme 
J eft premierà 2, (4yp:) ; il faudra que 
H— A foit diviñble par 2 ; de forte qu'en 


fil mA \ : 
aitant AE GC , on aura, apres avoir 
divié prg, 


Chr-anyr p B=; 
Nn iij 
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or cette équationeft plus fimple. que la pro- 
pofée , en ce que le fecond: membre eft 
égal à l'unité, 

On cherchera donc les valeurs de n qui 
peuvent rendre »°— A divifble-par -B ; 
pour cela il fufira, (art. 47) ; d'effayer 
pour > tous les nombres entiers poñitifs ou 
négatifs non, > 2; & fi parmi ceux-ci où 
n’en trouve aucun qui fatisfaffe, on en 
conclura d’abord qu'il eft impoffible que 
#— A puifle être divifible par 2; & qu'aitifi 
l'équation propofée’n'elt pas réfoluble en 
mômbres entiers. 

Mais fi on trouve de cette maniere un 
ou. plufeurs nombres farisfaifans, on les 
‘prendra l'un après l’autre pour n, ce qui 
‘donnera autant dédifférentes équations qu'il 
faudra traiter féparément, ‘& donr chacune 
pourra fournir une où plüufieurs'folurions de 
ila queftion propofée. 

_. Quant aux valeurs de » quifurpäfleroient 
celle de +2 on en pourra faire abftraétion, 
parce qu’elles ne donneroient point égua- 
tions différentes dé celles qui réfulteront 


AD PERTO NS. 567 


des valeurs de x quine fontpas > 2: com- 


me nous l'avons déjà montré dans l’art. 2. 

Au refte, comme la condition par la- 
quelle on doit déterminer 7 eft que #—4 
foit divifible par 2, it eff clair que éhaque 
valeur de n pourra être également poñrivé 
ou négative ; dette qu'ilfuffira d’effayer 
fuécéliyemént:ponr:» rouseleso nombres 
naturelsiquinéfont:pas plus grandsique:?, 
&cide prendre enfaite-lés:valeurs fatisfai 
fanteside p tant en plus qu'en mocné. 

Nons avons donné: ailleurs des: regles 
pour faciliter la recherche des valeurs dé z 
qui pettvent avoir la propriété requife ; & 
même ponr troivef ces valeurs ià priori 
dans ün grand nombre de: cas: Voyez les 
Mémoires ide Berli pour l'année 1767, 
pages ij Gaga n 
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Réfolirion de l équation Cy* ~ anyz+ Bi es! 


en nombres .énriers. 


On peut réfoudre: cette équation par 
deux méthodes différentes, que nons allons 
expliquer, 


PREMIERE MÉRHODE. 

66:Gomhmeles quantités C;143 11 ont 
fuppofées des nômbresrentierssynde même 
queiles indéterminéesÿ.& 7> ikek vifible 
que la quantité Cytanyr Pr feratou- 
jours: nédeflairement égale à-des nombres 
entiersy par conféquent l'unité fera la plus 
petitervaleur quelle puiffe. recemoir 3: à 
moins qu’ellé:ne puifle. devenirenulle,; ce 
quine-peurarriver.que: lorfque:cette quan- 
tité peut. fe décompofer en deux. faéteuts 
rationnels; comme ce gas n'a aucune.dif. 
ficulté, nous en ferons d’ abord abftraétion, 
& la queftion fe réduira à trouver les va- 
leurs de y & 7, 
dont il s’agit la plus petite qu'il eft poffible ; 
file minimum eft égal à l'unité, on aura 
la réfolution de l'équation propofée , finon 


qui rendront la quantité 
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oh era afluré qu'elle n’admet aucune fo- 
lutionennombres entiers. Ainfi le probleme 
préfent rentre-dans le probleme III du $: II, 
& eft fufceptible d’une folution femblable. 
Or comme l'on a ici (2n) —4BC=—44, 
(art. 65 ), il faudra diftinguer, deux cas, 


fuivant que 4 fera pofitif ou négatif. 


Premier Cas lorfque n=BC=A <o. 

r:67:Suivant:da méthode dél l'art) 32 il 
faudra réduire en fraétiontcontinue la frac- 
ton ,-prife pofrivement; > cefe ce qu'on 
éxécutéra par! 14 regle’ de lart? 45renfhite 
ofiformert par-les:formules’ dé l'art. 10 la 
férie des frations convergentes vers 5, 8% 


ibny'aura plus qu'à effayer fucceflivement 


les! numiérateurs de ces. fractions: pour le: 
nombre y, & les dénominateurs correfpon- 
dans pour le nombre 7; fila propoféeeft 
réloluble en nombres.entiers, on trouvera 
de cette maniere les valeurs fatisfaifantes 
de y 8 7; & réciproquement.on fera afluré 
quéila pisbalée madnietaucunei folurion en 
hombresentiers;fiparmi les nombres quon 
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aura eflayés il ne s’en tfouve point de fa- 
tisfaifans, 


Second Cas lorfque n—BC=AT 0. 

68. On fera ufage ici de la méthode de 
l'art, 33 & fuiv. ainfi, à caufe de E=44, 
on confidérera d’abord la quaritité, (arti- 


dans laquelle il faudra déterminer les fignes 
tant de la valeur de z, que- nous avons vu 
pouvoir être également poftiye-& néga- 
tive, que de.ÿ14 en forte qu'elle devienne 
poñrive ; enfuite on fera le calcul fuivant: 


@ =-7, P =; & 


fu 

o upp aLi 
a 

Gran PanQ lt 


Q= PQ", pri © 
Ge. Et. Er. 
&concontinuera feulement ces fériesjufqu'à 
ce que: deux termes correfpondans de'la 
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premiere & de la feconde férie réparôiffent 
enfemble; alors, fi parmi les termes de la 
feconde férie P°, P, P'"Ec-il s’en trouve 
un'égal à l'unité pofitive, ce terme donnera 
une folutionde l'équation propofée , & les 
valeurs de y & g feront lestérmes corref- 
pondans des deux féries p%, ps pl, Ge. 
& 9; q", q'', calculées parles formules-de 
Part. 25 ; finon on en conclura fur le champ 
que la propofée n’eft pas réfolüble en nom- 
bres entiers. (V oyez l'exemple de l'art. 40:) 


Troifieme Cas lorfque A = à ùn carré. 


69. Dans ce cas le nombre y 4 deviendra 
rationnel, &: la quantité. Cy’ —2nyz+ 8z 
pourra fe décompofer en deux fafteurs ra- 
tionnels. En effet cette quantité n’eft autre 
(Cy—n;) AT 

je, , 
laquelle, en fuppofant A4, peut fe 
mettre fous.cette forme, 


Cytora O Cyt mag) 
, $ 


Or commen" #1 4C=(hn+a)(n—à) , 
il faudra que le produit de na par #4 


chofe que:celle-ci, 
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foit divifible par C , & par conféquent que 
Pun de ces deux: nombres na & n—a 
foit divifible. par un.des faéteurs de C, & 
l'autre par le faéteur réciproque; fuppofons 
donc Cbe &ique n+a=fb, & n—a=pte, 
f & b étant desnombres entiers , & la quan- 
tité précédente deviendra le produit de ces 
deux facteurs linéaires , cytfy & by+07; 
donc , puifque ces deux faéteurs fonr égaux 
à des nombres entiers, il eft-clair que leur 
produit nefauroir être =1 ; comme l’équa- 
tion propofée le demande, à moins que 
chacun d'eux ne foit en particulier =+1 ; 
on fera donc CE fr & by For, 
& on déterminera par- lå les nombres y 
& 7; fi Ces nombres fe trouvent entiers, 
on aura la folution de l'équation propofée , 
finon elle fera infoluble-an'moiñs en nom- 
bres entiers. 


SECONDE MÉTHODE. 


70, Qu'on pratique fur la formule Cy* 
—2ny;-P; des transformations fembla- 
bles à celles dont nous avons fait ufage plus 
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haut, (art. 54), & je dis qu’on pourra 
toujours parvenir à une transformée, telle 


que 
LE—1MEr EN, 

les nombres Z, M, N étant des nombres 
entiers dépendans des nombres donnés C, 
B, n, en forte que l’on ait M°—ZN—» 
—CB—A, & que de plus 2M ne foit pas 
plus grand , (abftraétion faite des fignes) , 
que le nombre Z, ni que le nombre N, 
les nombres é & + feront auf des nom- 
bres entiers ; mais dépendans des nombres 
indéterminés y & z. 

En effet foit, par exemple, C moindre 
que Z, & qu'on mette la formule dont il 
s'agit fous cette forme 


By—inyy +Bÿ, 


en faifant C— 2" & =y fi 2n weft pas 
plus grand que 2", il eft clair que cette 
formule aura déjà d'elle-même les condi- 
tions requifes; mais fi 22 eft plus grand 
que 2", alors on fuppofera y=mny' Hy", 
& fubftituant on aura la transformée 
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By any" y + By, 
où n'=1—mh@", : 


B“=mB'—ımn 4 B= 


Or comme le nombre m eft indéterminé, 
on pourra , en le fuppofant entier, le pren- 
dre tel que leinombre n—m $" ne foit pas 
plus grand que B's alors zn" ne furpaf- 
fera pas 2". Ainf, fi 27° ne furpaffe pas 
non plus 8", la transformée précédente 
fera déjà dans le cas qu'on a en vue ; mais 
fi 2n' eft plus grand que 2°, on continuera 
alors à füppofer y =my" -Fy , ce qui 
donnera la nouvelle transformée 


Byam y JPR Y, 
où nn m B", pà 


B=m Bi am pB = A 


On déterminera lẹ nombre entier m'y 


en forte que n'—m' B" ne foit- pas plus 
j 


grand que T moyennant quoi 27° ne 


furpaffera pas Z"; de forte que l'on aura 
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la transformée cherchée fi 27'"ne furpaffe 
pas non plus 241, mais fi 27" furpafle 2°", 
on fuppofera de nouveau y =m y EX 
Gi, Etc. 

Or il eft vifible que ces opérations ne 
Peuvent pas aller à l'infini; car puifque 2% 
eft plusigrand que 2: & que 22! ne Pef 
pas’; il eft clair que r' fera moindre que zy 
de même 2n' eft plus grand que B", & 
2n''ne left pas; donc z" fera moindre que 
7, 8 ainfi de fuite ; de forte que les nom- 
bres:r, n°, n!' Gc. formeront une füite.dé- 
croiffante de nombres entiers, laquelle ne 
pourra. par conféquent pas aller à linfini. 
On parviendra donc néceflairement à une 
formule où le coefficient du terme moyen 
ne fera pas plus grand que ceux des deux 
térmes extrêmes, & qui aura d’ailleurs les 
autres propriétés que nous avons énoncées 
ci-deflus ; ce qui eft évident pat la nature 
même des transformations pratiquées, 

Pour faciliter la transformation de la for- 
mule 


Cÿ any Be 


= 


m' =, ni =n—m D" D 
D 
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en celle-ci, 
LE: MEn Nat, 
je défigne par D le plus grand des: deux 
coefliciens extrêmes C & B, & par Di 
Pautre coeflicient;-&, vice versé} je dé- 
figne par: 0 la variable dont le carré:fe trou: 
vera multiplié par D' & pars! l’autre va- 
riable; en forte que la formule propofée 
prenne cette forme i 
D'6 2 mg DE ; 
où D' foit moindre que Di; enfuite fenau 
rai qu'à faire le‘calcul fuivant: 


n 


—; 2 =n=mD D" 


y aY cn em" D" DY 
Ge Ge Ec. 


où il faut bien remarquer que:lefigne =} 
qui eft mis après les lettres 2 ,1m!, mi! Ece 
n'indique pas une égalité parfaite, mais e 
lement une égalité auf approchée qu'il eft 

pofible » 
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poffible, en tant qu'on n'entend par m, 
m', m\ 6c. que des nombres entiers. Je 
nai employé ce figne = que faute d'ùn 
autre figne convenable. 

Ces opérations doivent être continues 
jufqu'à ce que dans la férie » 52, nn" Ge. 
On trouve un terme comme x’ , qui, ( abf- 
traétion faite du figne) ; ne furpañle pas la 
moitié du terme correfpondant D’ de la 
férie DS, D", D Ge non plus que la 
moitié du terme fuivant D'#1, Alors on 
pourra faire DZ, #=N, DM, 
& =r; tHE, où bien D'=M, Dr: 
=L RE, pty. Nous fuppoferons 
toujoúrs dans la fuite qu’on ait pris pour M 
le plus petit des deux nombres D? PILE 

71. L’équation any; Dr 
fera donc réduite À celle-ci, 

LÉ Ngy LME, 
où N°—LM—A, & où 2Nneft ni S 
ni >M, (abftra@ion faite des fignes ). 
Or, M étant le plus petit des deux coeffi- 


ciens Z & M, qu'on multiplie toute l'équa- 
tion par ce coefficient M, & faifant 
Tome II, Oo 
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=M= Në, 
ileft.clair qu'elle fe changera en celle-ci, 
— AEM, 
dans laquelle il faudra maintenant diftin- 
les deux cas. de À pofitif & de 4 
négatif. 

Soit 1°. A négatif & =a , a étant 
ui nombre pofitif, l'équation fera donc 
wat M. Or; comme N:—LM=4, 
où aura a—=ZM-—N*; d'où l'on voit 
d'abord que les nombres Z 8e M doivent 
être de mêmes figues; d’ailleurs 2V ne 
doit être ni >Z ni > M; donc N° ne 
fera pas > Le donc a= ou >?1M;& 
puifque M eft fappofémoindre que Z , ou 
au moins pas plus grand que Z, on aura 
à plus forte raifon-a— ou >?M*; donc 
M= ou < VE ; donc M Le Va. 

On voit par-là que l'équation vai 
— M ne fauroit fubfüfter dans l'hypothefe 
que v & Ẹ foient des nombres entiers, à 
moins que l’on ne fafle ë— 0 & “æM, 
ce qui demande -que M foit un nombre 


carré. 
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Suppofons de ut ? 
na PI S donc M, & lón aura 
#0, =; donc parl'équation v— My 
£ 
NÉ, on aura HAT, & par confé- 
Ja $ 1 $ vá 4 z 
quent +: ; de forte que-+ ne fauroit 
être un nombre entier, comme il le doit 
3 + PS i 
Chy p:) à moins que ne foit égal à Punité , 
doit =+1 , & par conféquent Mr. 
De-là je tire donc cette conféquence, 
DR ; 5 
que l'équation propofée ne fauroit être ré- 
foluble i i 
n en nombres entiers, à moins que 
ne fe trouve égal à l'unité pofitive. Si 
cette condition a lieu, alors on fera £ 0 
— k 

+1, & on remontera de ces valeurs à 
celles de y & z: 

Cette méthode revient pour le fond au 
même que celle de l’art. 67, mais elle a 
fur celle-là la a le n’exi 
p avantage den Exiger aucun 
tätonnement, 

SE ; 

2% Soit Maintenant A un nombré po- 
fitif, on aura A= N° LM ; Of comme 
N° ne peut pas être plus | queia 

ii (6 que 10 il 

n Ourra fubfter, 

5 moins que —Z M ne foit un nombre po- 
i zaitia oie e AF pe z 

tif, c'eft-à-dire que Z & M no foient de 


Oo iï 
J 


eft clair que l'équation ne 
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fignes différens. Ainfi Æ fera Ts 
CIM, où tout au plus —=—Z2M, f 
Neo; de forte qu'on aura ee 
<A, & par conféquent M= où <4, 
ou M= où < VA. Ré 

Le cas de M= VA ne peut avoir lieu 
que lorfque 4 eft un carré; par con 
ce cas eft très-facile à réfoudre par la me- 
thode donnée plus haut, (art. 69). 

Refte donc le cas où 4 weft pas carré, 
& dans lequel on aura ne à 
< y A, (abftraëtion faite du figne de ) ; 
alors l'équation er fera c ans le 
cas duthéoreme de Part. 38, & fe réfoudra 
par conféquent par la méthode que nous 

indiquée. 

k inf N aura qu'à faire le calcul fui- 
vant, 


Q° =0, 


Q' =k, 


Eae 
OE TA dia A E in rh 


we 
oT a OT PTE 
Ge, &e, Ge 
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qu'on continuera jufqu'à ce que deux ter- 
mes correfpondans de la premiere & dé 
la feconde férie reparoiffent enfemble , ou 
bien jufqu’à ce que dans la férie BE 
Pi &c. il fe trouve un terme égal à Punité 
pofitive, c'eft-à-dire = L° ;: car alors tous 
les termes fuivans reviendront dans le même 
ordre dans chacune des trois féries ; (ar- 
ticle 37)..Si dans la férie Pr, E n EA 
il fe trouve un terme égal à M, on aura 
la ré{olution de l'équation propotée ; caril 
n'y aura qu'à prendre pour v & é les termes 
correfpondans des féries p", pl, p'"&c, CA 
g`, g Ge. calculées d’après les formules 
de l'art, 25; & même on pourra trouver 
une infinité de valeurs farisfaifantes de v & 
é en continuant à l'infini les mêmes féries, 

Or dès qu'on connoîtra deux valeurs de 
v& É, on-auta, par l'équation v= M+ 
= Né, celle de.*, laquelle:fera auf tou- 
jours égale à un nombre entier ; eñfuite on 
Pourra remonter de ces valeurs de é & +, 
C’eft-à-dire de g*r & g, à celles de g & g A 
ou bien de y & z, (art, 70). 

Oo ii 
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Mais fi dans la férie P", PH, P Er. 
il n'y a aucun terme qui foit =M, on én 
conclura hardiment que l'équation propo= 
fée n’ädmet aucune folution en nombres 
entiers. 

Il eft bon de remarquer que comme la 
férie P°, Pu, P'Ec. ainfi que Îles deux 
autres, Q°, Q', Q Ge. 8 m pi w" Gei 
ne dépendent que du nombre 4 ; le calcul 
une fois fait pour une valeur donnée de A 
fervira pour toutes les équarions où 4, 
c'eft-à-dire — CP , aura la même valeur; 
8c velt en quoi la méthode précédente eft 
préférable à celle de lart: 68, qui exige 
unnouveau calcul pour chaque équation. 

Au refle tant que Æ ne pallera pas160, 
on pourra faire ufagé:de la table que nous 
avons donnée à l’art.:41 , laquelle contient 
pour chaque radical yA "les: valeurs des 
termes: des deux féries P°, HP:S P" 
2s PE. 8o ppp" Go, continues , 
jufqu'à ce que l'ünrdéstéénres Pup RYP P™ 
Ge. devienne = ri après quoi: tous les 
termes fuivans de Pune Se de l'autre férié 
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reviennent dans le même ordre. De forte 
qu'on pourra juger fur le champ, par le 
moyen de cette table , de la réfolubilité de 
l'équation v— 4E =M. 


De la maniere de trouver toutes les folutions 
poffibles de l Equation 
Cr y r lb 
2nyzBr'=1, 


Re, as 
lorfqu'on n'en connoit qu'une. feule, 


72: Quoique par les méthodes que nous 
venons de donner on puifle trouver fuc- 
ceflivement toutes les folutions de cette 
équation, lorfqu'elle eft réfoluble en nom- 
bres entiers , cependant on peut parvenir à 
cet objet d'une maniere. encore plus fimple 
qüe voici: 

Qu'on nomme p & g les valeurs troti- 
vées de y & 7, en forte que Pon air 
Cp — 2npg HBF Sr; 
&c qu'on prenne deux autres nombres en- 
tiers z & f, tels que p/—gr—1, (ce qui 


$ ours D, À p 
eft toujours poffible, à caufe que p & q 


font néceflairement premiers entr'eux } 
s H pe : g 
qu'on fuppofe enfuite 


Oo iv 
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y=p+ rt, & r=p+ fi, 
z & u étant deux nouvelles indéterminées ; 


fubftituant ces expreffions dans l'équation 
Cy —anyz Bts, 

& faifant pour abréger 
P=Cp—2npg+-Bg, 
Q=Cpr—n (par) HBN, 
R=C —2nrf+8/f", 

on aura cette transformée , 
PF+2Qu+Reé—=x. 

Orona, (hyp.), P=1; de plus fi on 
nomme p & + deux valeurs de 7 & f qui 
fatisfaflent à l'équation pf—qgr=1, on 
aura en général, (art. 42), 

rt mp; fem, 

m étant un nombre quelconque entier; donc 

mettant ces valeurs dans l’expreflion de Q, 

elle deviendra 

Q=Cpn(petgr) + BgrtmPs 
de forte que comme P=1, on pourra 
rendre 0, en prenant 

— CppHn(pe gr) — Bgo 

Mer je remarque que la valeur 


de Q'—PR fe réduit, (après les fubftitu- 
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tions & les réduétions), à celle-ci, (»°—CB) 
(Pf— gr) ; de forte que comme p/—9r 
=i, on aura Q'—PR=n—CB= A ; 
donc faifant P=1 & Q=o..il viendra 
—R=A, favoir R=—A ; ainf l’équa- 
tion transformée ci-deflus fe changera en 
celle-ci, f— Aw—1; or comme y, as 
P> q, r & f font par l'hypothefe des nom- 
bres entiers, il eft- facile de voir. que : & u 
feront aufi des nombres entiers; 5 Caten 


et on ee Hh 
Ceft-à-dire , à caufe de pf=gr=1, t=fy 
=f, “=R=. 

Il n’y aura donc qu'à réfoudre en.nom- 
bres entiers l'équation 

ESASLI 

& chaque valeur de z & de u donnera.de 
nouvelles valeurs de y & 7. 


En effet, fubftituant dans les valeurs gé- 
nérales de r & / la valeur du nombre m 
trouvée ci-deflus, on aura 
r= Cp) Bpge-np (psg), 
Pi 7) — Copag lpp) 
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ou bien, à caufe de Cp°—2npgtBg—1; 


r=(Bg—np)( gp—ps)=—Bq4np, 
J=(Cp—ng)(pr—qr)=Cp—ng. 

Donc mettant ces valeurs de 7 & /'dans 
les exprefñons ci-deflus de y & z, on aura 
en général 

Y=pt=(Bq—np) Ee 
4=q Cp —ng)u. 

73. Toutfe réduit donc à réfoudre l’équa- 
tion F— Atr. 

Or, 1°. f Æ eft un nombre négatif, il 
eft- vifible que: cette équation ne fauroit 
fubffter en nombres entiers , qu’en faifant 
u=—o 8cr—1, ce qui donneroit y=p & 
4=3g. D'où l'on peut conclure que dans 
le cas où 4 eft un nombre poñitif, l'équation 
propofée, Cy—=2ny;+-B;=—1, ne peut 
jamais admettre qu’une féule folurion en 
nombres entiers. 

Ien feroit dé même, fi 4 étoit un nom- 
bre pofitif carré; car faifant A=a , on 
auroit (2+au)(t=—au)=1; donc iaut i, 
Sce au—+1 ; donc 2au=o; donc v=o, 
& par conféquent tEn 
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2°, Mais fi 4 eft un nombre pofitif nort- 
carré , alors l'équation #7 — Au =T eft tou- 
jours füfceptible d'une infinité de folutions 
én nombres entiers, (art: 37 ), qu’on peut 
trouver toutes par les formules données 
ci-deflus, (art. 7i, n°. 2); mais il fuffita 
de trouver les plus petites valeurs de z: & x, 
& pour cela , dès que Pon fera parvenu, 
dans la férie P", Pn, Pur Ge ain térme 
égal à l'unité , il n’y aura qu'à calculer par 
les formules de l'art. 25 les termes corref- 
Pondans des deux féries p', p y p Ei 
& 9; g",g" Éc ce feront les valeurs 
cherchées de: #8 v. D'où lon: voit que 
le même calcul qu’on aura fait pour la ré- 
{olution de l'équation v—45=M, fervira 
aufi pour celle de l'équation — 4x1. 
Au refte, tant que À ne paffe pas 100; 
ona les plus petites valeurs de z & u toutes 
calculées dans la table qui eft à la fin du 
Chap. VII du traité préc. & dans laquelle 
les nombres a, m, n font les mêmes que 
ceux que nous appellons ici 4, z & u. 
74: Défignons par #'ÿ u'les plus petites 
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valeurs de z, u dans l'équation r —Au'=1; 
& de même que ces valeurs peuvent fervir 
à trouver de nouvelles valeurs de y & z 
dans l'équation Cy°—2y; Bt, de 
même aufli elles pourront fervir à trouver 
de nouvelles valeurs de  & x dans l’équa- 
tion #—Au—1, qui neft qu'un cas par- 
ticulier de celle-là. Pour cela il n'y aura 
qu'à fuppofer C1 &n=o, ce qui donne 
— BA, & prendre enfuite z, uà la place 
de y, 7,184, 2 à la place dep ,:g. Fai- 
fant donc ces fubftitutions dans les expref- 


fions générales de y & z de lart. 72, & 
mettant de plus 7, # àla place der, u, 
on aura en général 


t=T pu, 
u=Tw Ve, 
& pour la détermination de T & F Péqua- 
tion T*—AV’—ı1 , qui eft femblable à la 
propofée. 
Ainfi on pourra fuppofer T—%, & 
Vu, ce qui donnera 


t= + Ai su=tu heu 
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Nommant donc z"' , u les fecondes va- 
leurs de : & u, on aura 

wrp, DAT OA 

Maintenant il eft clair qu’on peut prendre 
ces.nouvelles valeurs z", u" à la place des 
premieres z', u' ; ainfi l’on aura 

t=TI pA Vu", 
u=Tu" Hre, 
où l’on peut fuppofer de nouveau Tr, 
V=u' , ce qui donnera 
tr Auu", utu" ue, 
Ainfi on aura de nouvelles valeurs der &x, 
lefquelles feront 

A men a. Au ut (C 34) ñ 

umru" -p u'r" =w (Ge Ai), 
& ainfi de fuite. 

75- La méthode précédente ne fait trou- 
ver que fucceffivement les valeurs z" , z'“ 
Gc. u, u" Ẹc. voyons maintenant com- 
ment on peut généralifer cette recherche. 
On a d’abord 

4=T+AVu, u= Twp r; 


d'où je tire cette combinaifon , 
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ttuy A= (tu VATY V4) s 
donc fuppofant T1! &. V =u", on aura 
CAE ii VA=(r tu AY. 
Qu'on mette à préfent ces valeurs de z“ 
& u" à laplace de celles de :' & x, l'on 

aura 
tu A=(" tu y AY (T+V VA), 

où faifant de nouveau T=s' & u=u', & 
nommant z" , zl'! les valeurs réfultantes de 
ż& u, il viendra 

ritu" y A=(r tuy AY. 
On trouvera de même 

uy yVA=(r tuw VAY, 
& ainfi de-fuite, 

Donc, fi pour plus de fimplicité on nom- 
me maintenant T & V les premieres & plus 
petites valeurs de z, w, que nous avons 
nommées ci-deflus z', ', on aura en gé- 
néral 


ie VAIE V AY", 


m étant un nombre quelconque entier po- 


fitif; d’où l’on tire à caufe de l’ambiguité 
des fignes 
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+ STEP VAT Er ay 
2 
a= TEPV A(T- yA 
2V À T 
Quoique ces exprefions paroiffent fous 
une forme irrationnelle, cependant il eft 
ailé de voir qu’elles deviendront ration- 
nelles, en développant les puiflances de 
T+ VV A j Car On a, comme l’on fait 
(Fy AP =T" +TV yA 
+ zi Tm-2 pr ERAS (222) Tn-3 ps 
Ay AF, Gc. < 
Donc 
t=T” Hed TRI 
rs AT Nu 
u= mT p LG) Thay 
mE Dea A m se Ec 
E Fo 6e 
où l’on pourra prendre pour m des nom- 
bres quelconques entiers pofitifs, 


Il eft clair qu'en faifant fucceffivement 
MI 2, 35 4 Ge. 
de £ & U, qui iront en augmentant. 


Orje v 


ta des ya 


5 prouver que L'on aura de cette 
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maniere toutes les valeurs poffibles de ż& u; 
pourvu que T & F en foient les plus pe- 
tites. Pour cela il fuffit de prouver qu'entre 
les valeuss de : & x qui répondent à un 
nombre quelconque m, & celles qui ré- 
pondroiént au nombre fuivant m--1, il 
eft impoffible qu'il fe trouve des valeurs 
intermédiaires qui puiffent fatisfaire à l’équa- 
ton ë? — Auw =i: 

ou par exemple, les-valeurs £", 

t, qui réfultent de la fuppofition de m=3, 
& les valeurs #', u”, qui réfultent de la 
fuppoñtion m—4, & foient, sil eft pof- 
fible , d’autres valeurs intermédiaires 8 & uy 
qui fatisfaflent auf à l'équation, PA= 


Puifque l’on a A1 ; PAS 
&'6—Av—1, on aura rA) 
& PE Ale), d’où l’on voit que 
ii> & <, on aura aufli v > u™ & 
<u*. De plus on aura auffi ces autres va- 
leurs de : & uw, 
u—=Vu"—vr", qui fatisferont à la même 
équation #—Aw=1 ; car en les y fubfti- 

tuant, 


favoir =b" — Avu”, 
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tuant, on auroit OSTAO N 
ENA ae At) (e Ajs, 
équation identique, à caufe de Arar 
QTAR Si 


; (hyp. ). Or ces deux dèr- 
nieres équations donnent ô=—v VA= 


& IV niy wVä= PT 
u“y 

tant , dans lexprefion de Ta ES 

à 1 3 

à Spee ae ,vy/ A+, & à la place 

de 


Fo 


; donc met- 


gant > On aura 


u“ m 


Foy A i i 
de même, fi on'confidere la quantité 2 


if 


u =u" tY, elle pourra auf, à’ caufe de # 


At, fe mettre fous la formé 
ut ju 


muy AEay À 
Or il eft:facile de voir -que la quantité 


précédente doit être plus petite que cellez 
cijscauferde 0 287 us" 


; donc on 
aura: une valeur: de w; ‘qui frs moindre 


Tome 11, Pp 
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que la quantipése™ wY — we"; mais cettè 

quantité eft égale à V; car 
THPVAY HT PV AY 

A 2 


PA 


RUE) EU AN, 
L = x 5 


(TEV A) == FVAy 
2y À 
TIVA (TVA). 
gd 2V A 7 
d’où Mutu 


(Ty AY (TFV AYAT V A) (T-PV AY 
2y A 


avais 
u = 


? 


u“ 


de-plus 
(T VVA YTY AY = TAr Y. 
=1,-puifque 7°— AP, (hypoth) ; 
donc (T -FV AYX(T+F y AJ S5T+V V4, 
& (Ty ATAF y AŸ=T—-Fy Ai 
de forte que la valeur de #“wx—u" r" fe 
réduira à arka 11 20 
Il's’enfuivroit donc de-là qu'on auroit 
uné valeur déu- <V, ce qui eft-contre 
lhypothefe ,. puifque 7 eft fippofé ja: plus 
petite valeur poflible-de 4,1 Donc il ne 
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fauroit y avoir de valeurs dé + & u inter- 
médiaires entre celles-ci, 2, z" & TUIA 
Et comme ce railonnement peut s'appliquer 
en général à toutes valeurs de z & w qui 
réfulteroient des formules ci-deflus seny 
faifant m égal à un nombre entier quel- 
conque , on en peut conclure que ces fora 
mules renferment effe&tivement toutes les 
valeurs poffibles de £ & 1, 

Au refte il eft inutile de remarquer qué 
les valeurs de z & de v peuvent être égale- 
ment pofitives ou négatives; car cela eft 
vifible par l'équation même #= 4w—1, 


De la maniere de trouver toutes les folutions 
polfibles, en nombres entiers, des Equas 
tions indéterminées-du fecond degré à. deux 
inconnues, 


76. Les méthodes que nous venons d'ex- 
pofer fufifent pour la réfolution complette 
des équations de la forme APEB E 
mais il peut arriver qu'on ait A réfoudre 
des équations du fecond degré d’une forme 
Plus compofée ; c’eft Pourquoinous croyons 


Pp jj 
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devoir montrer comment il faudra sy 
prendre. 

Soit propofée l'équation 

ar —+brf cf +dr+ef+f=o, 
oùa, byc, d, e; f foient des nombres 
entiers donnés, & où r & /'foient deux in- 
connues qui doivent être aufli des nombres 
entiers, 

J'aurai d'abord, par la réfolution ordi- 


2ar+-bf+-d 
EVE EE 
d’où l’on voit que la difficulté fe réduit à 
faire en forte que 
OSHS ya (ef +ef a) 
foit un carré. 
Suppofons pour plus de fimplicité 
b— yac— À, 


naire, 


& il faudra que 4/* as foit un 


carré; fuppofons ce carré =y* , en forte 
que l’on ait l'équation 


AP g/l 
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& tirant la valeur de f, on aura 
AfFg=V (AF An) ; 
de forte qu'il ne s’ agira plus que de rendre 
carrée la formule 4y°49°— Ah. 
Donc fi on fait encore 
g—Ah=RB, 
on aura à rendre rationnel le radical 
VAF B); 
c’eft à quoi on parviendra par les méthodes 
données. 
Soit V(AY+B)=x, 
l'équation à réfoudre foit 
AÿLB=x, 
lon aura donc 4f9—+x ; d’ailleurs 
on a: déjà 2ar+-bfd—+y; ainf dès 
qu’on aura trouvé les valeurs de x & Y5 
on aura celles de > & f par les deux équa- 
tions 


en forte que 


Or comme 7 & f doivent être des nom- 
bresentiers, ileft vifible qu'il faudra 1°. que 


x & y foient des nombres entiers auffi; 


2°, que +x— pg foit divifible par 4, & 
Pp ij 


398 ADDITIONS. 
qu’enfuite +y—d—4f le foit par 2a. Ainfi; 
après avoir trouvé toutes les valeurs pof- 


fibles de x & y en nombres entiers, il ref 
tera encore à trouver parmi ces valeurs y 
celles qui pourront rendre z & f des nom- 
bres entiers, 

Si 4 eft un nombre négatif ou un nom 
bre pofitif carré, nous avons vu que le 
nombre des folutions poffibles en nombrés 
entiers eft toujours limité; de forte que 
dans ces cas il n’y aura qu'à effayer fac- 
ceflivement pour x & y les valeurs trou- 
vées , & fi l'on n’en rencontre aucune qui 
donne pour r & / des nombres entiers , on 
en conclura que l'équation propofée nad- 
met point de folution de’cette efpece: 

La difficulté ne tombe donc que fur le 
cas où A eft un nombre pofitif non-carré, 
dans lequel on a vu que le nombre des 
folutions poffibles en entiers peut être in- 
fini; comme l’on auroit dans ce cas un nom- 
bre infini de valeurs à effayer, on ne pour- 
roit jamais bien juger de la réfolubilité de 
l'équation propofée, à moins d’avoir une 
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regle qui réduife le tâtonnément entre cer: 
taines limites ; c’eft ce que nous-allons re: 
Chercher. 

77. Puïfqu'on a, (art.65), #=ny—P7, 
&, (art. 71), y=pt—(Bq—np}u, & 
{= qt+-(Cp—ng}u, il eft facile de voit 
que les expreflions générales de» & / feront 
de cette forme, 


ct#+@uÆEy p dtte 
ee e Cet Pt 
gs Bs ya s a's B'a y, d' étant des nombres 


entiers connus, & z, u-étant donnés par 
les formules de Part. 75, dans lefquelles 
lexpofant m peut être un nombre entier 
poñtif quelconque; ainfi la queftion fe ré. 
duit à trouver quelle valeur on doit donner 
àm, pour que les valeurs de z & f foient 
des nombres entiers, 

78. Je remarque d’abord qu'il eft tou- 
jours pofñble dè trouver une valeur de # 
qui foit divifible par un nombre quelconque 
donné:4; cat fuppofant ua, l'équation 
ë Au=1 deviendra AA a; , lax 
quelle: eft toujours réfoluble en nombres 

Ppiv 
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entiers y & lon trouvera les plus petites 
valeurs de : & w, en faifant le même cal- 
cul qu'auparavant , mais en prenant A4 
à la place de 4; or, comme ces valeurs 
fatisfont auff à l'équation r — Au , elles 
feront néceffairement renfermées dans les 
formules de l’art. 75. Ainf il y aura né- 
ceflairement une valeur de m qui rendra 
lexpreflion. de:z divifble par a 

Qu'on dénote cette valeur de m par m, 
Sje dis que fi dans les expreflions géné: 
rales de : & u de l’article. cité on fait m 
= zv, la valeur de v fera divifible para, 
& celle de z étant divifée par 4 donnera r 
pour refte. 

Car fi on défigne par T8 Files valeurs 
der &u,où mn, & par Pe & pr 
celles où m—2#, on aura, (art. 75), 
TP yA TE ya}, @ 

TE PU VA (TE PV AJH ; done 
TP AVE T7 Y/ 4); 
c’eft-à-dire en comparant la partie rations 
nelle du premier membre-avec-la rations 
nelle du fecond, & l’irrationnelleavec lirs 
rationnelle 
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TOETEAP, & VST 
donc, puifque Y” eft divifible par a, 7" 
le fera aufi, & T" laiflera le même refte 
que laifleroit an mais on a 7°— APF- 


=1, ( hyp.) donc T°—1 doit être divifible 


par a & même par 4°, puifque P Pet 


déjà; donc 7° & par conféquent aufi T“ 
étant divifé par a, laiffera le refte r. 
Maintenant je dis que les valeurs de z 
& u qui répondent à un expofant quelcon- 
que m, étant divifées par a, laïfleront les 
mêmes reftes que les valeurs de : & x, qui 
répondroient à l’expofant m4- 2p. Car dé- 
fignant ces dernieres par 6 & v, on aura 
tuy A=(TEV VA y, 
& itoy A=T+ PV AY; 
donc 
0+ v Y A= Cu y AXTA); 
mais nous venons de trouver ci-deffus 
Tiy A=(T Vy AJ; 
donc on aura 
toy A= Gitu y A)T V A); 


d'où Pon tire, en faifant la multiplication 
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& comparant enfüite les parties rationnelles 
enfemble & les irrationnelles enfemble , 
DT Auk", vt PLAT, 

Or F" eft divifible par 4, & T" laiffe 
le refte 1 ; donc 6 laiffera le même refte 
que ż, & v le même refte que u. 

Donc en général les reftes des valeurs 
de t & u répondantes aux expofans m+2zm, 
m+4u, m4-6m; &c, feront les mêmes que 
ceux des valeurs qui répondent à l’expofant 
quelconque m. 

De-là on peut donc conclure que fi l’on 
veut avoir les reftes provenans de la di- 
vifion des termes £, 1, 1" Ge, & u pui 
u™ Ẹc. qui répondent à m=1r, 2; 3 Ece 
par le nombre 4, il fuffira de trouver ces 
reftes jufqw'aux termes 2” & u” inclufive- 
ment; car, après ces termes, les mêmes 
reftes reviendront dans le même ordre , & 
ainfi de fuite à l'infini. 

Quant aux termes 74 8e n2” ; auxquels 
On pourra arrêter, ce feront ceux dont 


l'un u” fera exaftement divifble par å, 
& dont l’autre #* laiffera l'unité pour refte ; 


ADDITIONS 603 
ainfi il n’y aura qu'à poufler les divifions 
jufqu’à ce qu’on parvienne aux reftes 1 & o; 
alors on fera afluré que les termes fuivans 
redonneront toujours les mêmes reftes que 
l'on a déjà trouvés. 

On pourroit aufli trouver l'expofant 24 
à priori ; car il ny auroit qu’à faire le calcul 
indiqué dans l’art. 71, n°, 2 s premiérement 
pour le nombre 4, & enfuite pour le nom- 
bre 44; & fi on nomme =le numéro du 
terme de la férie Pu P“, P™ @c, qui dans 
le premier cas fera —1, & p le numéro du 
terme qui fera —1 dans le fecond cas, on 
waura qu'à chercher le plus petit multiple 
de z & de p, lequel étant divifé par 7, don- 
nera la valeur cherchée de x. 

Ainfi:fi l'on a, par exemple, 4—6 & 
8—=3; on trouvera dans la table de Par- 
ticle 41 pour le radical V6, Pis! 
=—2, P= done 2; enfuite on 
trouvera dans la même table pour le ra- 
dical V{G9)=V 54, Pb 
Pig, Pimp bt=g, Pias 
P“ =r; donc =ó; or le plus petit mul- 
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tiple de 2 & 6 eft 6, qui étant divifé par 2 
donne 3 pour quotient, de forte qu’on aura 
iciu= 3 & 2u—6. 

Donc, pour avoir dans ce cas tous les 
reftes de la divifion des termes #, 2, Ec. 
eu, u", w Gc. par 3, il fuffira de cher- 
cher ceux des fix premiers termes de l’une 
& de l’autre férie ; car les termes fuivans 
redonneront toujours les mêmes reftes 5 
c'eft-à-dire que les feptiemes termes don- 
neront les mêmes reftes que les premiers, 
les huitiemes les mêmes reftes que les fe- 
conds, & ainfi de fuite à l'infini. 

Au refte il peut arriver quelquefois que 


les termes # &cümaient les mêmes pro- 


priétés que les termes 1# 8& we, ceft-à- 
dire que- u” foit divifible par a, & que ze 
laifle l'unité pour refte, Dans ces cas on 
pourra s'arrêter à cès mêmes termes; car 
les reftes des termes fuivans +1, 12 Ge, 
Pt, ut? Ge, feront les mêmes que ceux 
des termesz"; 24, Go. d', u", Gc, &ainfi 
des autres. 

En général nous défignerons par M la 
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plus petite valeur de l’expofant m, qui ren- 
dra #1 & u divifibles par a. 

79: Suppofons maintenant que Pon ait 
une expreflion quelconque compofée de z 
& u & de nombres entiers donnés; de ma- 
niere quelle repréfente toujours des nom- 
bres entiers, & qu'il s’agifle de trouver les 
valeurs qu'il faudroit donner à l'expofant m, 
pour que cette expreflion devint divifible 
par un nombre quelconque donné à, il n’y 
aura qu'à faire fucceflivement m1 , 2, 
3 &c. jufqu'à M ; & fi aucune de ces fup- 
poñitions ne rend l’expreflion propofée di- 
vifible par à, on en conclura hardiment 
qu'elle ne peut jamais le devenir, quelques 
valeurs qu'on donne à m. 

Mais fi l’on trouve de cette maniere une 
ou plufieurs valeurs de m qui rendent la 
propofée divifble par. a, alorsnommant 
N chacune de ces valeurs, routes les va- 
leurs poffibles de m qui pourront faire le 
même effet, feront N, N+M; N+2M, 
N+3M 6c. &.en général Na M, a 
étant un nombre entier quelconque. 
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De même , fi l’on avoit une autre exs 
preflion compofée de même der, u & de 
nombres entiers donnés , laquelle dût être 
en même temps divifible par un autre nom- 
bre quelconque donné 4’, on chercheroït 
pareillement les valeurs convenables de M 
& de W, que nous défignerons ici par M: 
& N', & toutes les valeurs de Pexpofant m 
qui pourront fatisfaire à la condition pro: 
pofée , feront renfermées dans la formulé 
N'a M, x étant un nombre quelcon- 
que entier. Aïnf il ny aura plus qu’à cher- 
cher les valeurs qu’on doit donner aux nom- 


bres entiers à & x, pour que l'on ait W 
HM=NEXM, favoir 
Mi—MY=NEN, 
équation réfoluble par la méthode de Par- 
ticle 42. 
Il eft maintenant aifé de faire Papplicas 
tion de ce que nous venons de dire au cas 


de Part. 77, où les expreflions propofées 
font de la forme «t+ hup y, 14 pu, 
& les divifeurs font à & #1, 

Ilfaudra feulement fe fouvenir de prendre 
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les nombres: & u fucceflivement en plus 
& en moins, pour avoir tous les cas pof- 


fibles. 
REMARQUE 


80, Si l'équation propofée à réfoudre en 
nombres entiers étoit de la-forme 


at tabr cf =f, 

on y pourroit appliquer immédiatement la 
méthode de l’art, 65 ;. car 1%-ileft vifible 
que r & fne pourroient avoir un commun 
divifeur, à moins que le nombre: f ne fae 
en même temps divifible:par-le-catré de 
ce divifeur ; de forte qu'on pourra toujours 
réduire la queftion au cas-où & feront 
premiers entr'eux.: 2°. On woit-auffi que 
SJ & f ne pourroient avoir un commun:diz 
vifeur, à moins que ce divifeur-n'en fût un 
auf du nombre,e,.en fuppofant premier 
à f; ainfi on pourra réduire encore la quef- 
tion au cas où / & f feront premiers en- 
treux. (Voyez l'art: 64). 

Or f étant fuppofé premier: à f&àr, 
on pourra faire inf fs il faudra, 
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pour que l'équation foit réfoluble ennom 
bres entiers; qu'il y ait:une-valeur de # 


pofitive ou négative pas plus grande quef, 


laquelle rende la quantité an’ 2 bne 
divifible -parfi Cette valeur étant-mife à 
la place de 7, toute l’équation deviendra 
divifible par f, & fe trouvera réduite au 
cas de celle de Part. 66 & fuiv. 

Il eft-facile de voir que: la même mé? 
thode- peut fervir à réduire:toute équation 
de la forme 
arr br font fe Le Ge, fr, 
ayb, cc. étant des nombres entiers don- 
nésr, &cer 8f deux indéterminées qui doi- 
vent être aufli desnombres entiers, en une 
autre équation femblable;-mais dans 142 
quelle: le- terme tout “conna foit l'unité e 
alôrs on y pourra appliquer la méthode gé 
nérale du §: I; Voy. la remarguede Part. 30: 


ESX E MP LE [| 


81. Soit propofé de:réndre. rationnelle 
cette quantité, 


VBF SS=) 
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en ne prenant pour /'que des nombres en- 
tiers ;:ón aura donc à réfoudre cette équa= 
tion 
ones 

laquelle érant-multipliée par 7, peut fe 
mettre. fous cette forme, 

7:30 (31) —(7f— 31} 
ou bien en faifant 7/—31=x, & tranf 
pofant 

C=, où mp nryre 

Cette équation eft donc maintenant dans 
le cas de l’article. 64 ; de forte qu'on aura 
A7 & Bryr; d'où lon voit 
d'abord que y & B doivent être premiers 
entreux, puifque ce dernier ñombre/ne 
renferme aucun faéteur carré. 

On fera, fuivantla méthode de Fart. 6$; 
x=ny—1 7I; & il faudra, pour: que 
l'équation foit réfoluble., que l'on puifle 
trouver pour Z un nombre entier poítif ou 
négatif non > 2 c'eft-à-dire non >80, 
tel que »°—4 ou n°47 foit divifible par 
B où par 1177, 

Je trouve nr; ce quidonne n7 
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1171X88 ; ainfi je fubftitue dans l'équa 
tion précédente + 32ry=-11717 àla place 
de x, moyennant elle fe trouve toute 
divifible par 1r71, & lä divifion faite, elle 
devient Fay Prg =r, 
Pout réfoudre cette équation je vais faire 


o 


ufagé de la feconde méthode expofée dans 
l'art. 70; parce qu’elle eften-effet plus fim> 
ple & plus commode que la premiere. Or 
commé le coefficient de,y*eft plus petit que 
celui de; fauratici D=ryr, DI=88 
Binata y aoue retenant pois plus: dé 
fimplicité la léttre y à la place de 0; &met- 
tanteysà da place die +3 Je ferai le calcul 
füivant, où je füppoferaid'abordz==327: 


34, p°—321 4.88 31, 


eine 31431125 


=2, n = 


AE AET V A 


wu 
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Ds 


Puifque n'=0 & par conféquent < 


& < ~ > On s'arrêtera ici & on fera 


DM, D" » R"=o=N 


“, à caule que D" eft 


» 


Maintenant je remarque.que 4 étant 
7: & par conféquent négatif, il faut, 
pour la réfolubiliré de l'équation, que l'on 
ait M1; cet ce que Pon vient de trou~ 
ver; de forte qu'on en peut. conclure 
d’abord que la réfolution eft pofble, On 
fuppofera done =y" =0, yes 
& l'on aura, par les formules ci-deflus, 

MA" = de FRIST 
Jes fignes ambigus étant à volonté. Donc 
+18: & conféquem- 


+ 7 
Or comme on exige que la ue de f foit 


égale à un sonne entier; On ne pourra 
prendre que /==7 

Il eftrémarquable que l’autre valeur de 
Cfavoir Lsrduoiqué fraionnaires dünrè 
J, favoir 7 » Quoique fraétionnaire, donne 


Qqi 
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néanmoins un nombre entier pour la valeur 
du radical VGo—+-62/—7/*) > & le même 
nombre 11 que donne la valeur /—7 ; de 
forte que ces deux valeurs de / feront les 
racines de l'équation 30+62/—7/"—121. 

Nous avons fuppofé ci-deflus »=321; 
or on peut faire également n==— 3213 
mais il eft facile de voir d'avance que tout 
le changement qui en réfultera dans les for- 
mules précédentes, c’eft que les valeurs de 
mym, m, & de n', n", changeront de 
fighe, moyennant quoi les valeurs de y' & 
de y deviendront aufli de différens fignes, 
ce qui ne donnera aucun nouveau réfultat, 
puifque ces valeurs ont déjà d'elles-mêmes 

ne ambigu +. 

ll en fera de même dans tous les autres 
cas; de forte qu’on pourra toujours fe dif- 
penfer de prendre fucceflivementla valeur 
de n-en plus & en moins. 

La valeur /==7 que nous venons de 
trouver, réfulre de la valeur de +321; 
on pourroit trouver d’autres valeurs de /, 
fi on trouvoit d'autres valeurs de x qui 
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euffent la ‘condition requife ; mais comme 
le divifeur P=1171 eft un nombre pre- 
mier, il ne fauroit y avoir d’autres valeurs 
de x de la même qualité, comme nous 
l'avons démontré ailleurs, ( Mémoires de 
Berlin pour l'année 1767, pag: 194), d'où 
il faut conclure que le nombre 7 eft le feul 
g" puifle fatisfaire à la queftion. 
J'avoue au refte qu'on peut réfoudre le 
probléme précédent avec plus de facilité 
par le fimple tâtonnement; car dès qu'on 
éf parvenu à l'équation #*=7r 171—777; 
il vy aura qu'à effayer pour y tous les nom- 
bres entiers dont les carrés multipliés par 7 
ne furpafferont pas 1171, Ceft-à-dire tous 
les nombres < y= LI 
Ilen eft de même de toutes les équations 
où A eft un nombre négatif; car dès qu'on 
eft arrivé à l'équation x =8 Hy, où, 
(en faifant 4=—2), x Bay", il et 
clair que les valeurs fatisfaifantes de y, sil 
y en a, ne pourront fe trouver que parmi 
les nombres < ve Auf n’ai-je donné 
des méthodes particulieres pour le cas de 4 


Qq ij 
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négatif, que parce que ces méthodes ont 
une liaifon intime avec celles qui concer- 
nent le cas de 4 poñtif, & que toutes ces 
méthodes étant ainfi rapprochées les unes 
des autres, peuvent fe prêter un jour mutuel 
& acquérir un plus grand degré d'évidence. 


EXEMPLE Il. 


82. Donnons maintenant quelques exem- 
ples pour le cas de Æ pofñtif, & foit pro- 
pofé de trouver tous les nombres entiers 


qu’on pourra prendre pour y , en forte que 
la quantité radicale, 


Vasy ior), 


devienne rationnelle. 

On auraici, (art, 64), A4=13, B=101; 
& l'équation à réfoudre en entiers fera 

LmIN LOU; 

dans laquelle ; à caufe queror n’eft divi- 
fible par aucun carré, y fera néceffairement 
premier à ror, 

On fera done, (art. 65), xX=ny—1o14 
& il faudra que #°—13 foit divifible par 


101 


xoi, en prenant n < = be 
; Sr) 
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Je trouve n=; 5, ce qui donne #—1215 
& R—13=1212Æ101X12; ainfi on 
pourra prendre n=+ 35, & fübihituant, 
au lieu de x, #35y—1on7,; on aura une 
équation touté divifible par 1or-qui, la 
divifon faites fera 

riy poy p ror rx 

Employons encore, pour réfüudre cette 
équation', la méthode dé Part. 76 #faifons 
D'i, Dot, nti niais au lieu 
dé la lértre d nous confervérons lå lettre y; 
& nous Changérons feulement zeny", cóm- 
me dans l'exemple ‘précédent. 

Soit, 1°.2—3%, on fera le Calcul fnivant: 
35 
$ 


ï 
m => =, n=3$-3.12=-1, DiE 


B =, ón s'arrêtera ici & l'on aura 
2 
la transformée 


Digia anyeye D 


ou-bien 


Q q iv 
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laquelle étant réduite à cette forme 


£ ag = > 

fera fufceptible de la méthode de l’artyr, 
n°. 2; & comme A =13 eft 100,10n 
pourra faire ufage de la table de Part. 41. 

Ainfi il n’y aura qu’à voir fi dans'la férie 
fupérieure des nombres qui, répondent à 
y 13. il fe trouve le nombre r dans une 
place paire; car il faut, pour que l’équa- 
tion précédente foit réfoluble , que dans la 
férie P°, P:, Pi 6. il fe trouve:un terme 
x; mais on a =r —P'=,4, P 
—3 &c. donc &c: or dans la férie 1, 4, 
3, 3 4, 1 Gc. on trouvé jüftement-x à 
la fixieme place, en forte que Prr; 
donc on aura une folutionde l'équation pro- 
pofée, en prenant y'"=p", & y =g , les 
nombres p', q" étant calculés d’après les 
formules de l’art. 25, en donnant à x> m's 
p" &c. les valeurs 3, 1,1, 1, 1, 6 Etc. qui 
forment la {érie inférieure des nombres ré: 
pondans à v 13 dans la même table: 
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On: aura donc 
PESI P= 
pg g —1 
PEP EPA gen 
PiS pip =y i ql=g ges 
pp pre gg 
P Sp p=; g ggg: 
Donc. y" =18-& y == ; doncyyt==y" 
Is, E yEyEy TA 


Nous avons fuppofé ci-deflus n=35 , 


mais on peut aufi prendre n= 35. 
Soit donc, 2°, n=— 35, on fera 


me L S negii DIE, j=j 


12 


5 Iaa 
—L, n'=171=0} 


Die = =15 VEY" 


ainfi on aura les mêmes valeurs. de:D'1, D" 
cn! qu'auparavant, de forte que.latran£ 
formée en y & y" fera aufi la même, 

Onsauraidonc aufi yl=18 boyi =g 
dongui mT IAS S E & y=—3y" 
Hu uns Le 

Nous avons donc trouvé deux valeurs 
de yavec.les valeurs correfpondantes de 
y' ouz; & ces valeurs réfultent de la füp= 
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poñtion de 7=+35$; orrcomme onne 
peut trouver aucune. autre valeur de: qui 


ait les conditions requifes, il s'enfuit que les 


valeurs précédentes feront les feulés valeurs 
priminives que l’on puifle avoir mais on 
pourra enfuite en trouver. une infinité-de 
dérivées. par la méthode de l’art. 72: 
Prenant donc ces valeurs de y & x pour 
P & qsr0auraten général, (art. cité); 
JA (Or: 29374 )u= 426 qu 
28 ( 12,743 5.23 u et Su 


NP=-34- (0113334234 1230 
136 (1243443513) U= I 3t +: 47u 
&iNn”y aura plus qu'à tirer les valeurs de z 
Beu de l'équation i 13 =; Or ces vas 
leurs fetrouvent déjà toutes calculées dans 
la table-qui eft à la fin du chap. VIT du 
traité précédents on aura donc furle champ 
2649 & u=180; de forte que prenant 
ces valeurs pour 7 & #7 dansdes-formules 
dalare 7$rontaura en général 


t 
2 
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PE th en de Pa 
Si sy ig 


où l'on pourra donner à m telle valeur qu’on 


voudra, pourvu qu'on nerprenne que dés 
nombres entiers pofitifs. 

Or comme les valeurs de  & u peuvent 
être prifes tant en plus qu'en moins, les 
valeurs de y qui peuvent: fatisfairè à: lä 
queftion, feront tontes reénfermées dans ces 
deux formules, 

yY =t+74tt 267v, 
Æ F3 t3, 
les fignes ambigùs étant à volonté. 

Si on fait =o, on aura 1 & u=03 
donc y—#74, où =F34; & cette der: 
niere valeur fera la plus petite qui puffe 
réloudre: le problerne: 

Nous avons déjà téfolu ce même pro- 
blemedans-les: Mémoires deBerlin pour 
l'année 1 7685pag.-243; Mais commenous 
y avôns fait ufage d'une méthode un: peu 
différente:de la précédente, 8e qui revient 
au même pour le fond que lapremiere mé: 
thode de l’art, 66 ci-déflus, nous avons’cru 
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devoir le redonner ici, pour que la com- 
paraïfon des réfultats qui font les mêmes 
par l’une & l’autre méthode, puifle leur 
{ervir de confirmation, s’il en eft befoin. 


Ex EMpPLE If. 


83. Soit propofé encore de trouver des 
nombres, entiers qui, étant pris pour y, 
rendent rationnelle la quantité 


V{79Y +01). 
On aura donc à réfoudre en entiers 
l'équation 
x — 79y =TIO; 
dans laquelle y fera premier à 101, puifque 
ce nombre nerenferme aucun faéteur carré. 
Qu'on fuppofe donc x=—1y—1017, & 
il faudra que.»°—79 foit divifible par 1or, 
en prenant r <H <5$1; ontrouvér—34, 
ce qui donne #—13=—1010—=101X10; 
ainfi on-pourra prendre n=+33, & ces 
valeurs feront les féules qui aient la-con- 
dition requife: 
Subftituant donc +3 3y—1017 à la place 


AE DDAA ON SE 6zi 
de x, & divifant toute l'équation parxos, 
on aura cette transformée 

10Y + 66Y7-+1017 =I. 

On fera donc D'=10, D=ior,n=+33, 
& prenant d’abord » en plus, on opérera 
comme dans l'exemple précédent; on aura 
ainfi 


m=3 235 233-3403, D'= 7, Y3 ty" 


9579 
o 


Or comme »'=3 eft déjà <7& Pa 


TE 
il ne fera pas néceffaire d’aller plus loin; 
ainfi on aura la transformée 

EA EEN AE e 
laquelle étant multipliće par —7, pourra 
fe mettre fous cette forme, 


GFI Y =T =T. 

Puifque donc 7 eft <y/79, fi cette équa- 
tion eft réloluble, il faudra que le nom- 
bre 7 fe trouve parmi les termes de la férie 
fupérieure des nombres qui répondent à 
79 dans la table de l’art, 41, & même 
que ce nombre 7 y occupe une place paire, 
puifqu'il a le figne —. Mais la férie dont 


m= 
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il s’agit ne renferme que les nombres +, 
1$, 2, qui reviennent toujours; donc of 
doit conclure fur.le champ que la derniere 
équation n’eft pas réfoluble , & qu'ainfi la 
propofée ne left pas, au moins d’après la 
Valeur de n= 33. 

Íl ne refte donc qu'à effayer l’autre valeur 
n=— 33, laquelle donnera 


EE ERAT tous "= 279 
o = EESTO 3: D' 1S 


de forte qu’on aura cette autre transformée, 


—7ÿ + 6y'y" -i oy’ =i $ 
laquelle fe réduit à la forme 
CE E T 
qui eft femblable à la précédente. D'où je 
conclus que l'équation propofée n’admet 


AIEE INFY 


abfolument aucune folution en nombres 


entiers. 
REMARQUE, 

84 M. Euler, dans un excellent Mé- 
moire imprimé dans le tome IX des nou- 
veaux Commentaires de Pérersboure, trouve 
par induétion cette regle ; pour juger de 
la réfolubilité de toute équation de la forme 
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%—Aÿ=B, lorfque B eft un nombre 
premier; c’eft que l'équation doit être pot 
fible toutes les fois que Z fera de la forme 
gAn- , où 44n--7—4A ; mais exem- 
ple précédent met cette regle en défaut ; 


car 101 eft un nombre premier de la forme 
44n+r— A, en faifant 470 n= 4 
& r—38 ; cependant l'équation x 270" 


101 n’admet aucune folution en nombres 
entiers, 

Si la regle précédente étoit vraie, il s'en- 
fuivroit que fi l'équation x°—4y°—2 eft 
poflible lorfque B'a une valeur quelconque 
b, elle le feroit auffi en prenant B=44n 
Fb, pourvu que Z fürun nombre premier. 
On pourroït limiter cette derniere regle, 
en exigeant que à fût aufli un nombre pre- 
mier; mais avec cette limitation même elle 
fe trouveroit démentie par l'exemple pré- 
cédent; car on a 1o1=447#++b, en pre- 
nant 479, n—=—2 & b=733; or 733 
eft un nombre premier de la forme x 
“—79ÿ", en faifant x=38 & y—3; ce- 
pendant ror melt pas de la même forme 
FETE 


624 ADDITIONS. 


mere 


PARAGRAPHE VIII 


Remarques fur les Equations de la forme 
p=Aqt#r, 


€ fur la maniere ordinaire de les réfoudre 


en nombres entiers. 


85. La méthode du chap. VIL du traité 
précédent , pour réfoudre les équations de 
cette efpece , eft la même que celle que 
M. Wallis donne dans fon Algebre , (chap. 
XCVII), & qu'il attribue à Milord Broun- 
ker; on la trouve auff dans l’Algebre de M. 
Ozanam, qui en fait honneur à M. de Fer- 
mat. Quoi qu'il en foit de l'Inventeur de 
cette méthode, il eft au moins certain que 
M. de Fermar eft l'Auteur du probleme qui 
en fait l’objet ; il l'avoit propofé comme un 
défi à tous les Géometres. Anglois, ainf 
qu'on le voit par le commercium epiftolicum 
de M. Wallis ; c’eft ce qui donna occafion 
x Milord Prounker d'inventer la: méthode 


dontnous parlons ; mais il ne paroît pas que 
cet 
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Cet Auteur ait connu toute l'importance du 
probleme qu'il avoit réfolu; on ne trouve 
même rien fur ce fujet dans les écrits qui 
nous fontreftés de M, Fermat , ni dans aucun 
des Ouvrages du fiecle pañlé, où l’on traite 
de l’Analyfe indéterminée. Il eft bien na- 
turel de croire que M. Fermat, qui s'étoit 
principalement occupé de la théorie des 
nombres entiers , fur lefquels il nous a d'ail- 
leurs laiflé de très-beaux théoremes, avoit 
été conduit au probleme dont il s'agit par 
les recherches qu'il avoit faites fur la ré- 
folution générale des équations de la forme 
= AY +R , auxquelles fe réduifent tou- 
tes les équations du fecond degré à deux 
inconnues ; cependant ce neft qu'à M. 
Euler que nous devons la remarque que ce 
probleme eft néceffaire pour trouver toutes 
les folutions poffibles de ces fortes d’équa- 
tions. (Voyez le chap. VI ci-deflus, le 
tome VI des anciens Commentaires de Pé 
zershourg, & le tome IX des nouveaux Ys 

La méthode que nous avons fuivie pour 
démontrer cette propolition eft un peu dif- 


Tome IL RE 
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férente de celle de M. Euler, mais aufi 
eft-elle, fi je ne me trompe, plus direéte 
& plus générale. Car d’un côté la méthode 
de M. Euler conduit naturellement à des 
exprefions fractionnaires lorfqu'il s'agit de 
les éviter, & de l’autre on ne voit pas 
clairement que les fuppoñtions qu'on y fait 
pour faire difparoître les fractions, foient 
les feules qui puiffent avoir lieu. En effet 
nous avons fait voir ailleurs qu'il ne fuffit 
pas toujours de trouver une feule folution 
de l'équation x°—=4y+4B, pour pouvoir 
en déduire toutes les autres, à l’aide de 
l'équation p— 4 g° +41; & qu'il peut y 
avoir fouvent, au moinslorfque Æ weft pas 
un nombre premier , des valeurs de x & y 


qui ne fauroient être renfermées dans les 
expreflions générales de M. Euler, (Voy- 
l'art. 45 de mon Mémoire. fur les problemes 
indérerminés, dans les Mémoires de Berlin, 


année 1767). = 
Quant à la méthode de réfoudre les 


équations de la forme p°=4g1,, ilnous 
femble que celle du chap. VIE, quelque 
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ingénieufe qu’elle foit, eft encore aflez im- 
parfaite. Car, 1°.elle ne fait pas voir que 
toute équation de ce genre eft toujours ré- 
foluble en nombres entiers, lorfque a eft 
un nombre pofitifnon-catré. 2°. Il n’eft pas 
démontré qu’elle doive faire parvenir tou- 
jours à la réfolution cherchée. M. Wallis 
a, à la vérité, prétendu prouver la pre+ 
miere de ces deux propofitions ; mais fa 
démonftration weft, fi j’ofe le dire, qu'une 
fimple pétition de principe. (Voy. le chap. 
XCIX de fon Algebre ). Je crois donc être 
le premier qui en ait donné une tout-à-fait 
rigoureufe ; elle fe trouve dans les Mélan- 
ges de Turin, tome IV ; mais elle eft très- 
longue & très-indireéte ; celle de l’art. 37 
ci-deflus , eft tirée des vrais principes de la 
chofe, & ne laïfle, ce me femble, rien à 
défirer, Cette méthode nous met aufliten 
état d'apprécier celle du chap. VH, & de 
reconnoître les inconvéniens où l’on pour- 
roit tomber, fi on la fuivoit fans aucune 
précaution ; eft ce que nous allons dif- 
cuter, 
Rr ij 
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86. De ce que nousavons démontré dans 
le $. IL, ils’enfüuit que les valeurs de p & g 
qui fatisfont à l'équation p—Ag=1, ne 
peuvent être que les termes de quelqu'une 
des fraétions principales déduites de la frac- 
tion continue qui exprimeroit la valeur de 
VA; de forte que fuppofant cette fraétion 
continue repréfentée ainfi, 


; 


on aura néceflairement 


ut étant un terme quelconque de la férie 
infinie mav” Gc, dont le quantieme p ne 
peur fe déterminer qu'à pofleriori. 

Il faut remarquer que dans cette fraétion 
continue les nombres x» r» #" Gc. doivent 
être tous-pofitifs , quoique nous ayons vu 
dans l'art. 3 qu'on-peut en général, dans 
les fraétions continues, rendre les: déno- 
minateurs pofitifs ou négatifs , fuivant que 
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lon prend lês valeurs approchées plus pe- 
tites ou plus grandes que les véritables; mais 
la méthode du probleme T; (art:23 &fuiv.) 
exige abfolument que les valéurs appro- 
chées ms ms m" 6, foient toutes prifes en 
défaut. 

87. Maintenant , puifque la fraftion 2 
eft égale à une fraétion continue dont: le 
termes. font ms H> u Ce. w, il eft clair, 
par lart. 4, que # fera le quotient de p 
divifé par q, que p' fera celui de q divifé 
pale refte , L'* celui de ce refte divifé par 
le fecond refte, & ainfi de fuite; de forte 
que nommant r, f, + &c. les reftes dont il 
s’agit, on aura, par lanaturede la divifion, 
PERJETE rA ri fr, Ges 
où le dernier refte fera néceflairement =ò, 
& l'avant-dérnier à caufe que p & g 
font des nombres premiers entr'enx. Ainfi 


Hferalavaleur entiere approchée der nu 


x 


celle def, 4 celle de” &c. ces valeurs 

étant routes prifes moindres que les véri- 

tables, à l'exception de la derniere x’, qui 

fera exaétement égale à la fraétion corref£ 
Rr iij 


630 ADDITION S. 
pondante, à caufe que le refte fuivant eft 
fuppoté nul. 

Or comine les nombresw Wsw Ec p? 
font les mêmes pour la Es continue 
; & pour celle 


qui exprime la valeur de 
qui exprime la valeur de Va on peut 
PSE jufqu'au térme y, À EVE: c'eft- 


à-dire p — Ag —0. Kint on cherchera 
en la valeur approchée en défaut dè 
, c'elt-à-dire de VA, &'ce fera la valeur 
m; enfuite on fubftituera dans p—49° 
=o, à la place de p fa valeur Hq=ra cè 
qui donnera (w —4) gtz tr =o, 
& on cherchera de nouveau la valeur ap- 
prochée en défaut de? , c’eft-à-dire de la 

racine pofitive de l'équation 

GA) (Yael o, 

& lon: aura la valeur.de pis 
On continuera à fubftituer dans la tranf- 
formée (i —A)g H rng ko, àla 
place de q , p'r- f3 on aura une équation 
dont la-racine fer ra; on prendrala valeur 


approchée en défaut de cette racine, & l’on 
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aura la valeur de 4", On fubftituera prf 
à la place der, &c 

Suppofons maintenant que # foit, par ex. 
le dernier rete qui doit être nul, f fera 
lavant-dernier qui doit être =1; donc fi 
la transformée en f & tde la formule p° 
— Ag et Pf+Q/ft+Rr ;il faudra qu’en 
y faifant :—0 & /—1 elle devienne =7, 
pour que l'équation propolée p— 49 =i 
ait lieu; donc P devra être =r. Ainfiil 
n'y aura qu'à continuer les opérations & 
les transformations ci-deflus , jufqu’à ce que 
Fon parvienne à une transformée où le 
coefficient du premier terme foit égal à 
Funité ; alors on fera dans cette formulé 
la premiere des deux indétérminées, cofi- 
me r, égale à, & la feconde, comme/, 
égale zéro; & en remontaütron aura les 
valeurs convenables de p & q. 

On pourroits auf opérer: fur l'équation 
même p— Ag =1, en ayant feulement 
foinde faire abftraétion du terme tout connu 
t, & par conféquent aufi des autres termes 
tout connus qui peuvent réfulter de celui-ci, 

Rr iv 
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dans la détermination des valeurs appros 
chées #, m'a w Gc. deb, b, pce dans ce 
cas on eflayera à chaque nouvelle tranf= 
formation , fi l'équation transformée peut 
fubfifter en y faifant l’une des deux indéter- 
minées —1 & l’autre =o; quand on fera 
parvenu à une pareille transformée , l'opé- 
ration fera achevée, & il n’y aura plus qu'à 
revenir fur fes pas pour avoir les valeurs 
cherchées de p & de g. 

Nous voilà donc conduits à la méthode 
du chapitre VII. A examiner cettesmé- 
thode en elle-même & indépendamment 
des principes d’où nous venons de la dé- 
duire , il doit paroître aflez indifférent de 
prendre les valeurs approchées de m> m's if 
&c. plus petites ou plus grandes que les yé- 
ritables, d'autant que, de quelque maniere 
qu'on prenne ces valeurs, celles de r, f5 
2.&c. doivent aller également-en diminuant 
juiqu'à zéro ;:(art..6). 

Auf M. Wallis remarque-t-il expref 
fément qu’on peut employer à volonté les li- 
mites en plus où en moins pour lesnombres 


ADDITIONS 633 
Hus H, W" Gc: &ilpropofe même ce moyen 
comme propre à abrégerfouvent le calcul; 
cet aufi ce que M. Euler fait obferver 
dans l'art. 102 & fuiv. du chap. cité; ce- 
pendant je vais faire voir par un exemple, 
qu’en s’y prenant de cette maniere on peut 
rifquer de ne jamais parvenir à la folution 
de l'équation propofée. 

Prenons l'exemple de l’art. 101 du même 
chap. où il s’agit de réfoudre une: équation 
de cette forme, p°—6g°+1, ou bien p? 
— 6 =1. On aura donc p==\/(6g"-}1) 5 
& négligeant le terme conftant 1,p=9V 65 


donc? = y6 >2.<3 x prenons la. limite 

en-moins & faifons #—2, & enfuite p 

==2g—+r; fubflituant donc cette valeur, 

on aura —29 + 4qr 4r =r; donc g 
à 6 


irrt 


D =, ou bien, en rejet- 
fant le terme conftant —2, g=, 
d'où =" sr 3; prenons de nou- 
Véau la limite en moins, & faifons g=2r 
-f, la derniere équation deviendra 7 


—4rf—2f"=1, où l'on. voit d’abord 
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qu'on peut fuppofer f—0 & r=1 ; ainfi 
on aura q=2 , P—=5: 

Maintenant reprenons la premiere tranf- 
formée —29 -H 4gr +r =i, où nous 
avons vu que! >2 & <3, & au lieu de 
prendre la limite-en moins, prenons-la en 
plus, c'eft-à-dire, fuppofons 9—=37+/, 
ou bien, puifque /doït être alors une quan- 
tité négative, g=—=3r—/f, on aura la tranf} 
formée fuivante, — s7 87f—2f" =i, 
EVE) 

5 I 
donc négligeant le terme conftant ș, 


S perta a <2: 
Piéidhs ie nouveau là limite en plus, 
& faifons r==2/—+, on aura —6/"#+r2/ 


GE 6r 6). 
6 3 


laquelle donnera r= 


—$#—1 ; donc f: 


+ 6 6 
donc, rejetant le terme —6, =", 


TERMES EE 

Qu'on continue à prendre Les limires en 
plus & qu'on falfe /=21—u, il viendra 
Gu+y/(G—5) 
CHRIS TETA 


Dÿr+vau-6u=1; doncr= i 
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donct=4 >r <2. Faifons donc de 
même = 2u—x, ọn aura — aw --8ux 
— sx —1; donc &c. 

Continuant de cette maniere à prendre 
toujours les limites en plus, on ne trouvera 
jamais de transformée où le coefficient du 
premier terme foit égal à l'unité, comme 
il le faut, pour qu'on puifle trouver une 
folution de la propolée. 

La même chofe arrivera néceffairement 
toutes les fois qu’on prendra la premiere 
limite en moins | & les fuivantes toutes en 
plus ; je pourrais en donner la raifon à 
priori ; mais comme le Leéteur. peut la 
trouver aifément par les principes de notre 
théorie, je ne-m'y.arréterai pas. Quant à 
préfent il me fufit d’avoit montré la né: 
ceflité!de traiter ces fortes de problemes 
d’unemaniere plus rigoureufe & plus pro- 
fonde’qu'on ne l'avait encore fait. 


AA 


PARAGRAPHE IX. 


De la maniere de trouver des Fonëlions aloé- 
Briques de'tous les degrés , qui étant mul- 
tipliées enfemble produifent toujours des 


fonéions femblables. 
Addition pour les Chapitres XI & XII. 


88. Je crois avoir êùu'en même temps que 
M. Euler Vidée de faire fervir les faëteuts 
irrationnels & même imaginaires des for- 
mules du fecond degré , trouver les cona 


ditions qui rendent ces formules égales à 
des carrés ou à des puiflances quelconques; 
Jai lu fur ce fujet à l’'Académie*en 1768 ; 
un: Mémoire qui n’a pas été imprimé, mais 


dont j'ai donné un précis à la: fin de:mes 
recherches fur les Problemes indéterminés, 
qui fe trouvent dans le volume pour l'année 
1767 , lequel a paru en 1769 , avant même 
la traduétion Allemande de l’Algebre de 
M. Euler. 

Jai fait voir dans l'endroit que je viens 
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de citer, comment on peut étendre la 
même méthode à des formules de degrés 
plus élevés que le fecond; & j'ai par ce 
moyen donné la folution de quelques équa- 
tions dont il auroit peut-être été fort dif- 
ficile de venir à bout par d’autres voies. Je 
vais maintenant généralifer encore davan- 
tage cette méthode, qui me paroît mériter 
particuliérement l'attention des Géometres 
par fa nouveauté & par fa fingularité. 

89. Soient « & 8 les deux racines de 
l'équation du fecond degré 

f—af+b=o, 


& confidérons le produit de ces deux fac- 


teurs 

(x+ ey) (Fey), 
qui fera néceffairement réel; ce produit 
fera xH (24) xy-+H eby’; or ona a-e 
=a, & ebb, par la nature de léqua- 
tion /°—af+b=—0; donc on aura cette 
formule du fecond degré 

rpary tir 

laquelle eft compofée des deux faéteurs 


xay & xey 
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Maintenant il eft vifible que fi l’on a une 
formule femblable 


2 +ax y by ñ 

& qu'on veuille les multiplier l’une par l'au- 
tre, il fufira de multiplier enfemble les 
deux faéteurs xay, x'+ay!, & les deux 
x+8y, x'+67", enfuite les deux produits 
Pun par l’autre, Or le produit de x4-«y 
par x'+ey' elt xx' Heyy) H EYY S 
mais puifque « eft une des racines de l’équa- 
tion [*—af+b=o , on aura  — a+ 
=0; donc #=aa—b; donc fubftituant 
cette valeur de # dans la formule précé- 
dente, elle deviendra xx'—byy' -+a (xy" 
yx Hayy); de forte quen faifant, 
pour plus de fimplicité, 

X= xx —byy" 3 

Y =xy + ay", 


le produit des deux faéteurs x-+4y, x'+2y', 
fera XF, & par conféquent de la même 
forme que chacun d'eux. On trouvera de 


même que le produit des deux autres fac- 


teurs, x8y & xH ly", fera XAY; 
ya ds 
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de forte que le produit total fera (X-F) 
(X+6Y), favoir 
X°+aXT +867, 

C’eft le produit des deux formules fem- 
blables, 

x axÿ by", & %° ax y by, 

Si on vouloit avoir le produit de ces trois 
formules femblables 


nn. 

xF axy Firo 

ax Hby 
il wy auroit qu'à trouver celui de la for- 
mule X*-Ha XYY" par la derniere x° 
Faxy+ by, & il eft vifible , par les for- 


mules ci-deffus , qu’en faifant 

XXe byy", 

YV'=Xy" Yx" pa Fy", 
le produit cherché feroit 

X: +a X THEY. 
On pourra trouver de même le produit 

de quatre ou d’un plus grand nombre de 
formules femblables à celle-ci, 


640 ADDITIONS 
sexy by, 

& ces produits feront toujours aufh de la 

même forme. 


90. Si on fait sx & Y=Y, on aura 
X=x— by, Y=ixy+ay, 


& par conféquent 
Ce +axy tby Y =X 4aXY FLY. 

Donc, fi l’on veut trouver des valeurs 
rationnelles de X & FY, telles que la for- 
mule X’++aXY-+bY* devienne un carré, 
il n’y aura qu'à donner à X & à F les va- 
leurs précédentes, & lon aura pour la ra= 
cine du carré la formule x°axy—by, 
x & y étant deux indéterminées. 

Si on fait de plus x" =x =x & y "=y" 
=y, on aura X'=Xx—bYy, F=xy 
+ Yxaly, ceft-à-dire en fubftituant 
les valeurs précédentes de X & Y, 

X'= 3x — zbxy’ -H aby’ ; 
Pr axy H by s 
donc i ; 
Ge axy phy P =X Ha XYY. 
` Ainfi, fi l’on propofoit de trouver des 
valeurs 
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valeurs rationnelles de X* & 7 , telles que 
la formule X°a XŸH4Y devint un 


cube, il n’y auroit qu’à donner à X &Ÿ 
les valeurs précédentes, moyennant quoi 
on auroit un cube dont la racine feroit x? 
Faxy by, x & y étant deux indéter- 
minées, 

On pourroit réfoudre d’une maniere fem- 
blable les queftions où il s’agiroit de pro- 
duire des puiffances quatriemes , cinquie- 
mes &tc. mais on peut aufi trouver immé- 
diatement des formules générales pour une 
puiflance quelconque m, fans paffer par 
les puiflances inférieures, 

Soit donc propofé de trouver des valeurs 
rationnelles de X & F, telles que la for- 
mule X%aXY 67 devienne une pui£- 
fance m, c'eit-à-dire qu'il s'agifle de ré- 
foudre l'équation 

X°LaXF+ET = Zn, 
Comme la quantité X°a XVF" eft 
formée du produit des deux faéteurs X-pa F 
& X+-8F, il faudra, pour que cette quan- 
Tome l1, Ss 
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tité devienne une-puiflance, du degré m, 
que chacun de fes deux faéteurs devienne 
aufi une femblable püiflancé. 

ons donc d’abord 


m 


57 y 

XHK =E aayy 
č développant cette puiffance par le théo- 
reme de Vewion, on aura 


Or, puifque « eft une des,racines de 
l'équation /°—a/b=o, on aura auffi 
) aa— h, amai 
Jé—ab, (ób) 

a= (rab )e—a b-h, & ainfi 

de fuite. Aini il wy dura qwàfubftituer ces 


valeurs dans:la formule précédente, & elle 


fe trouvera par-là-éompofée de deux par- 


ties, l’une toute rationnelle qu'on compa- 
rera à À, & l’autre toute multipliée par 
la racine +, qu'on comparera àa 

Si. on fait pour plus de fimplicité 
AA B'—=0o 
AA B'=b 


Py 
so À 


Ge: Ge Etc, 


on aura 


Donc fubftituant cés valeurs, -& com- 
parant, on aura 


Xa" main Di 
A= mK y B'— 


2 a f 
Or, comme la racine « mentre point 
lans les exbréffio Ver AE jai 
dans les expreffions de X & } > il eft clair 


qu'ayant X-He F= (x-4 ay)", on 


j} aura 


on aura 
Ka XV HP = ay 


& par conféquent 
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Z=x taxy + by. 
Ainf le probleme eft réfolu. 

Si a étoit =0, les formules précédentes 
deviendroient beaucoup plus fimples; car 
on auroit A'=1, A'=0, A"=—b, A" 
=o, d'=b, Am0, Ab e. 
& de même B'=—0, 8"=}, B'"'=o, 
BYE, = 0, Bite 
donc 
Xr ja ya AI EDEN 

aM-4 a — Érc. 
mans y CUP) yms y3 h 


: ) ars ÿ D — Etc. 


& ces valeurs fatisferont à l'équation 
X HP = (Hip y. 


o1. Paflons maintenant aux formules de 


trois dimenfions ; pour cela nous défigne- 

rons par > 8; y les trois racines de l'équa- 

tion du troifieme degré, 
f—af"+bf-—-c=0o, 

& nous confidérerons enfuite le produit 

de ces trois faéteurs, 


C-tay-ter) (HHE) CHH) 
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lequel fera néceffairement rationnel, com- 
me on va le voir. La multiplication faite , 
on aura le produit fuivant, 
HD) (HR) aare) 
xy 4 (eBt ye aH ey g> 
Ferer) E Hab- (a ly-t ayya 
HEBE EP EEE ; 
or par la nature de l'équation on a 
a +B Hy= d, alta y =b, af 
de plus on trouvera 
++) 
RH y+RatRy+) 
+2y)—3aßy=ab—3c, Bpa 
HE) a (a8 Hyjaly=b— zac, ahy 
=(a+btyjeby=ac , d Byer BER a 
alt ayt by )aly =ke; 
donc faifant ces fubfitutions, le produit 
dont il agit fera 
xax y — bjx bay L(ab—3c) 
ayz — zac) xt cp -acy rH tey? 
Her 


Et cette formule aura la propriété, que 


fi on multiplie enfemble autant de fem- 

blables formules que l’on veut, le produit 

fera toujours auffi une formule femblable, 
Ss ij 


A DD I1TTT N V 
En effet füppofons qu'on demande le pros 
duit de cette formule-là par cette autre-ci, 


y'+(a°- SE cts + (ab—3c) 


x y'a HV zac) x'g -cy spacy g4 kcy 


tya 
t 


il eft clair qu'il n’y aura qu’à cher- 


aai 
cher celui de ces fix fe AOE xay az, 


PaA 


mu rule à es 
ra ce produit ud xx" 
HG INF CIEE TT) 
ts Or étant une des racines de 
nues —af>+bf co, on auras 


—0 , par conféquent e’ =az? 

Hes donc atas -b Hci (a? —ġ) 
a—(ab—c)atac; de forte qu’en fubf- 
titüant ces valeurs, & faifant pour ut 


CD 


vy p E qu'on 
Ver 5 
eg par x'-þHey' 


+a(y VEHY JFG” sma ; 
le produit dont il s’agit dévienda de cette 


4 
Î 
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: y pe o ier f 
c’éft-à-dire de la: même forme que chacun 
des produifans, Or comme la racine a n’en- 
tre point dans les valeurs de. X, F; Z, il 
eft clair que ces quantités tles mêmes 
en changeant e en 2 owen y; donc pui£e 
ue l’on a déjà 
CHay pag) (pay 4e) dite pe 


aura aus 


= 75 
donc né pliant ces trois équations enfem- 
ble , on aura d’un côté le produit des deux 
ne propolées, & de l’autre la for- 
mule 
Aa X YHX ZXY- PEE 

b— zac) XZ pek p acy 
Z4 bYZ 


qui fera donc égale au produit demanc 


dé 
MEg 
ee areke conmel m dela Minè 
& qui eft, comme l’on voit, de la même 
forme que chacune des deux formules dont 
elle eft compofée. 

Si on avoi è troifi fi le telle 

Si on avoit unè troifieme formule telle 
que celle-ci, 

Ss iv 
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x Pay (a zb) s°7 7 Hs" y ‘F Cab 
Hoey THE '=2ac)x" Fi ey’ Lay 
CHo re, 

& qu'on vanik avoir le produit de cette 

formule & des deux précédentes , il eft 

clair qu'il wy auroit qu'à faire 

a =X x" —e (73 'HZy' ‘)HacZz" 

Y'= Xp Path (Yz +Zy' Jabo Zz" 

DEN Ze" Yy Hal eZ) 

ça 0) Ze", 

& l'on auroit pour le produit cherché 
X+aX YH (20) X°Z EX g Fab 
39X Y 'Z'+(b-21ac) X" ŻY yac) 
Z'ye Lez, 

92. Faifons maintenant x'=x, y =y, 
=z, nous aurons 

XX aey acz y 

Y=ıxy—2by7 —(ab—c)z, 
=x ay C0), 

& ces valeurs fatisferont à l'équation 

A Ha YF- XY 4Y La —26)X°Z 
H lbg) XY Zac Z HD — zac) X 
VAa a A ATAA 
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en prenant 
Vas y bxy- ey (a — ab) x z 

Hlab— 3e) xyz +acyz -+ (b — 2ac) 

xg beyz Fers 
donc fi l'on avoit, par exemple , à réfou- 
dre une équation de cette forme, 

Xa X YHX Y=, 
a, b, c étant des quantités quelconques 
données, il my auroit qu'à rendre Z=0, 
en faifant 
2249" 2077 (05) —0 A 
d’où l’on tire 
Sen. Must be 
i 

& fubftituant cette valeur de x daps les 
expreflions précédentes de X,.F &F, 
on aura des valeurs très- générales de ces 
quantités, qui fatisferont à l'équation pro- 
pofée. 

Cette folution mérite d’être bien remar- 
quée à caufe de fa généralité & de la ma- 


niere dont nous y fommes parvenus, qui eft 
peut-être l'unique qui puifle y conduire 
facilement, 


650 ADDITION $ 


On auroit de même la réfolution dè 


ma 


-a XY- i (e a CZY Fab 


atO — aee 9 at 

Heyr 
Et on Soitat réfoudre aufi fuccefive- 
ment les cas où, au lieu de la troifieme 
puiflance V>, on auroit P4, V° Gc. mais 
nous allons traiter ces queftions d’une ma- 
niere tout-à-fait générale, comme nous 
l'avons fait dans Patt. go ci-deffus. 

93. Soit donc propofé de réfoudre une 
équation de cette forme, 
AHaX FE (a —2b) X°Z XPH (ab 

—3c)XFZ HO ra XZ eV tac YZ 

i #) Y m 


HT er 


Puifque la quantité qui forme le‘premier 
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membre de cette équation reft autre chofe 
que le produit de ces trois faéteu 

Z)AHRP +8 ZX YFZ); 

il eft clair que pour rendre cette quantité 
ale à une puiffance du degré »s, il ne 
faudra que rendre chacun de fes fa@teurs 
en particulier égal à une pareille puiffance. 


Soit donc 


on commencera par développe E puif- 
fance m de xp eya 7 par le théoreme 
de Newton, ce qui donnera 


n=) 


XI mmy” parjat 
APAMA (y + a) a 4 


Ote 


ou bien, e nai s différentes puif- 
fances de yaz rdonhant enfuite, 
par rapport aux dimenfions de «, 


ns C3 

(nm) yz- a 73 VV 
— Etc. 

Mais comme dans cette formule on ne 

voit pas aifément la loi des ter rmes, nous 


fuppoferons en général 
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Gage pe P + Prat Pre pra 
+ Prat Ec 


& l’on trouvera 


P' = Fr 
pu Cr —1)yP'-H2 mz P 
Dre 
Dire (m—2)yP"+Æ(im—i)zP: 
: ire ; 
TE es DV: EE 
4x 

ceft ce qui fe démontre facilement par le 
calcul différentiel. 


Maintenant on aura, à caufe que « eft 


une des racines de l'équation /#—af°+-6f 


—c=o, on aura, dis-je, &—q# -Fha 
—c= 0; d'où 
qu — ha +c ; donc 
atad — bat ca=(a— b) —lab—ce)a-pac 
ai a —b)2— (ab—c)e-jaca=(a— zab 
+) —(a°b—b—ac)aH(a—byc , 
& aing de fuite. 
De forte que fi on fait pour plus de fim- 
plicité 
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A” =a A" bA" LCA 

A: =aA"— DA" LCA" 
A""=aA" bA CA, Gc. 
B= 

Den 

B= 

B“ =a" — bB" Jch" 

iBA =a B" — bB" -H cp" 


"eC" 

e STA Oidi 
AEE E S; CcC p Ge. 

on aura 

in A a — B'a 4e 
= A" — B'at 
WAVE ES Ba Ci 
= AVE Ba LC, Er. 
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Subftituant donc ces valeurs dañs- Pex- 
preffiôn de (x4ay -4 27)” elle fetrou- 
yera compofée de trois parties, lune toute 
rationnelle , l’autre toute multipliée par +, 
& latroifieme toute mulkipliée par #; ainfi 
il n’y aúra qu'à comparer la premiere à 4 
la feconde à «F, & la troifieme à 


& l’on aura par ce moyen 
X=—P+P:CEP"C"+P: CHE PSC Ce. 


p: "AMP" A" 


Lust 
FETE 


& comme la racine « mentre pointen par- 
ticulier dans les expreflions de X, F & 
Z , ileft clair qu’on pourra changer «en 8, 


de forte qu'on aura également 


X 
Or multipliant 'enfemble ces trois équa- 
tions, il eft vifible que le premier membre 
fera le même que celui de l'équation pro- 


pôfée, & que le fecond feraréga 
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puiffance m, dont la racine étant nommé 
K, on aura 


K= xi} ax y Æ( 
+ Cab—3c)xyr- 


Ainfi on aura les valeurs demandées de 
X, YF, Z & y, léfquelles renfermeront 
frois indéterminées x, y, z 

94. Si on vouloit trouver des formules 
de quatre dimenfions qui euffent les mêmes 
propriétés que celles que nous ` yenons 
d'examiner, il faudroit confidérer le pro- 
duit de quatre fa&teurs de cette forme, 


en fuppofant que +, B, y,  fuflent les ra- 
cines d’une équation dù quatrieme degré, 
telle que celle-ci, 

I af Hbf cfd 0 


on aura ainf 


à 
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a+B+y+d=a, 

abt aypa thy teith 

ay talð + ays teye =c 

abyd=d, 

moyennant quoi on pourra déterminer tous 
les coefficiens des différens termes du pro~ 
duit dont il s'agit , fans connoître les racines 
a, B, y, ô en particulier. Mais comme il 
faudra faire pour cela différentes réduc- 
tions qui peuvent ne pas fe préfenter fa- 
cilement, on pourra s’y prendre, fi on le 
juge plus commode, de la, maniere que 
voici. 

Qu'on fuppofe en général 

spl fier 
& comme / eft déterminé par l'équation 
Jap +bf +de, 

qu'on chaffe / de ces deux équations par 
les regles connues , & l'équation réfultante 


de l’évanouiflement de / étant ordonnée 
par rapport à inconnue P, montera au 
quatrieme degré; de forte qu'elle pourra 
fe mettre fous cette forme, 


f—Np+Pp —Qr+R= CH 
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Or cette équationen:pnemonteau qua- 
trieme degré que parce que:/ peut avoir 
les quatre valeurs 4,8: :y; 24 8c qu'ainfi p 
Peut.avoir auf ces quatre: valeurs cor- 
refpondantes , 


says 

2er rte 

Ar rte 

y + Re, 
lefquelles ne font autre chofe que les fac- 
teurs dont il s’agit d’avoir le produit. Donc, 
puifque le dernier terme R doit être le 
produit de toutes les quatre racines, ou 


valeurs de p, il s'enfuit que cette quantité R 
fera le produit demandé, 


Mais en voilà affez fur ce fujet, que nous 


Pourrons peut-être reprendre dans une 
autre occafion. 


Je terminera ici ces Additions , que les 
bornes que je me fuis prefcrites ne me per- 
mettent pas d'étendre plus loin ; peut-être 
même les trouvera-t-on déjà trop longues ; 
mais les objets que j'y ai traités étant d’un 
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genre aflez nouveau & peu connu j'ai cru 
devoir entrer dans: plufieurs dérails-nécef- 
faires. pour fe mettre bien au faitides mé- 
thodes:que j'ai expofées , 8 devleursdif- 
férens ufages. 
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de l’analyfe, 263 

= XV, Solutions de quelques queffions 
où l'on demande des cubes, 339 
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Pa lu par ordre de Monfeigneur le Chancelier la 
Traduction Françoife des Ælémens d’ Algebre de M, 
Euler ; les moindres ouvrages des grands hommes 
font toujours précieux, les Additions que M. de 
la Grange a faites À celui-ci Le rendent plus précieux 
encore. À Paris , le 17 Août 1771. 


MARIE. 


PRIVILEGE DU ROT. 


Lours, PAR LA GRACE DE Dieu, Ror DE FRANCE 
ET DE NAVARRE: A nos amés & féaux Confeillers , les 
Gens tenant nos Cours de Parlement, Maîtres des Re- 
quêtes ordinaires de notre Hôtel, Grand-Confeil, Prévèr 
de Paris, Baillis, Sénéchaux, leurs Lieutenans Civils & 

autres nos Jufliciers qu'il appartiendra: Sazur. Notre 
amé le Sieur J. M. Bruyser, Libraire à Lyon, Nous a 
fait expofer qu'il défireroit faire imprimer & donner au 
Public des Elémens d’Algebre par M. Euler , traduits d 

l'Allemand € enrichis de notes par M. Bernoulli, avec un 
traité d'Analyfe indéterminée par M, de la Grange: SA 
Nous plaifoit lui accorder nos Lettres de Privilege 

ce néceffaires. À CES CAUSES , voulant favorablement t 

ter l'Expofant, Nous lui avons permis & permettons par 
ces Préfentes , de faire imprimer ledit Ouvrage autant de, 
fois que bon lui femblera, & de le vendre, faire vendre & 


débiter par tout notre Royaume penda s de fix 
années confécutives , à compter du jour de la date des 
Préfentes. Farsons détenfès à touslmprimeurs, Librai- 
res, & autres perfonnes de quelque qualité & condition 
qu'elles foient, d'en introduire d'impreffion étrangere dans 
aucun lieu de notre obéiflance ; comme auffi d'imprimer 
où faire imprimer, vendre , faire vendre, débiter ni con 
trefire ledit Ouvrage, ni d'en faire aucuns extraits, fous 
quelque prétexte que ce puie être ; fans la pérmiflion 
exprefle & par écrit dudit Expofant où de ceux qui au“ 
ront droit de lui; à peine de confiféation des Exemplaires 
contrefaits , dejtrôis mille livres d'amende contre chacun 
des Contrevenans, dont un tiers à Nous, un tiers à 
Hôtel- Dieu de Paris, -8cl'autre tiers audit Expofant, ot 
à celui qui aura droit de lui, & de tous dépens , domma- 
ges &- intérêts; À LA CHARGE que ces Préfentes feront 
enrepiftrées tout au long fur le Repiftre de la Communauté 
des Imprimeurs & Libraires de Paris, as trois mois 
de la "date" d'icelles; que limpreffion dudit Ouvrage fera 
faite dans notre RoyatMe& non ailleurs, en beau papier 
s, conformément aux Réglemens de la 

, & notamment à celui du ro Avril 1725, à peine 

de déchéance du préfent Privilege; qu'avant de l’expofer 
en vente, le Manuferit qui aura fervi de copie à Pim- 
prefion dudit Ouvrage, fera remis dans le même état où 
l'Apptobation y aura été donnée, ès mains de riotre très- 
cher & féal Chevalier Chancelier Garde des Sceaux de 
France, le Sieur DE Maurrou; qu'il en fera enfuite 
remis deux exemplaires dans notre Bibliotheque publique, 
un dans celle de notre Château du Louvre, & un dans 
celle dudit Sieur pe MAUP£EOU ; le tout à peine de nullité 


des Préfentes "Du CONTENU defquélles vous mandons 


& enjoïgnons de faire jouir ledit Expofant & fes ayans 
caufes, pleinement & paiñblement, fans fouffrir qu'il 
leur foit fait aucun trouble ou empêchement, VouLons 
que la copie des Préfentes, qui fi imprimée tout au 
long, au commencement ou àla fin dudit Ouvrage, foit 
tenue pour dûment fignifiée , & qu'aux copies collation- 
nées par l’un de nos amés & féaux Confeillers- Secrétai- 
res, foi foit ajoutée comme à l'original. COMMANDONS 
au premier notre Huifier ou Sergent fur ce requis, de 
faire pour l'exécution d'icelles tous AGtes requis & nécef- 
faires, fans demander autre permiflion , & nonobftant 
clameur de Haro, Charte Normande, & Lettres à ce 
contraires: CAR tel eft notre plaifir. Donné à Paris, le 
douzieme jour du mois de Septembre, l'an de grace mil 
fept cent foixante & onze, & de notre Regne le cinquan- 
te - feptieme. 
PAR rE RoI EN SON CONSEIL. 


Signé LEBEGUE. 


Regiftré fur le Regifire XVIII. de la Chambre Royale & 
Syndicale des Libraires € Imprimeurs de Paris , No, 1638, 


fol. 530, conformément au Réglement de 1723» A Paris, 


ce 17 Septembre 1771. 
Signé, J. HERISSANT,, Syndic 


